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VORREDE. 


Bald  nach  dem  Tode  Leopold  Kronecker's  beschloss  die  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin,  seine  Abhandlungen  in  derselben  Weise  sammeln 
und  herausgeben  zu  lassen,  wie  früher  die  Werke  von  Jacobi,  Dirichlet, 
Steiner  und  Borchardt,  und  auf  ihre  Veranlassung  habe  ich  diese  Aufgabe 
übernommen. 

Die  Gesammtausgabe  der  Werke  Kronecker's,  deren  ersten  Band  ich 
hiermit  der  Oeffentlichkeit  übergebe,  wird  alle  von  ihm  selbst  veröffentlichten 
wissenschaftlichen  Arbeiten,  sowie  eine  Reihe  von  Abhandlungen  enthalten, 
welche  sich  ganz  oder  theilweise  ausgearbeitet  in  dem  Nachlasse  vorgefunden 
haben.  Hieran  soll  sich  eine  Darstellung  der  weiteren  Ergebnisse  anschliessen, 
welche  eine  genaue  Durchforschung  des  reichen,  mit  grosser  Sorgfalt  auf- 
bewahrten wissenschaftlichen  Nachlasses  geliefert  hat. 

Bei  der  grossen  Anzahl  und  dem  verschiedenartigen  Inhalt  der  Ab- 
handlungen wäre  bei  rein  chronologischer  Aufeinanderfolge  derselben  ihr 
innerer  Zusammenhang  nicht  genügend  hervorgetreten.  Daher  habe  ich  sie 
nach  ihrem  Inhalte  in  drei  grosse  Abtheilungen  geordnet,  welche  vollständig 
und  naturgemäss  gegen  einander  abgegrenzt  werden  konnten. 

Für  diese  Eintheilung  sind  die  folgenden  Gesichtsi^unkte  massgebend 
gewesen:  Einen  grossen  Theil  seiner  Lebensarbeit  hat  Kronecker  der  Be- 
gründung  und   dem  Ausbau   der   Disciplin   gewidmet,   welcher   er   selbst   in 


rv  VORREDE. 

seineu  späteren  Jahren  den  Namen  der  „allgemeinen  Arithmetik"  beigelegt 
hat.  Er  versteht  darunter  die  Anwendung  der  Begriffe  und  Methoden  der 
Zahlentheorie  auf  die  Untersuchung  der  rationalen  Functionen  beliebig  vieler 
Variabein.  Dieses  sehr  ausgedehnte  Untersuchungsgebiet  umfasst  also  zunächst 
die  Betrachtung  der  Systeme  ganzer  Zahlen,  also  die  gesammte  reine  Zahlen- 
theorie, ferner  die  Untersuchung  der  linearen  Systeme,  also  die  Lehre  von 
den  Determinanten,  den  bilinearen  und  den  quadratischen  Formen,  und  endlich 
die  allgemeine  Theorie  der  Systeme  algebraischer  Zahlen  und  Functionen  von 
einer  und  von  mehreren  Veränderlichen,  deren  Grundzüge  Kronecker  in  seiner 
„Festschrift  zu  Kummer' s  Doctorjubiläum"  in  grosser  Allgemeinheit  entwickelt 
und  seitdem  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen  weiter  ausgestaltet  hat. 

Alle  Arbeiten  über  Fragen  der  allgemeinen  Arithmetik  werden  nun  in 
den  ersten  Bänden  dieser  Ausgabe  vereiuigt  werden. 

Die  hieran  sich  anschliessende  zweite  Abtheilung  zerfällt  in  zwei  ge- 
trennte Abschnitte,  deren  Inhalt  zwar  mit  den  Aufgaben  der  allgemeinen 
Arithmetik  in  sehr  nahem  Zusammenhange  steht,  aber  doch  nur  in  einem 
übertragenen  Sinne  zu  ihr  gerechnet  werden  könnte.  Der  erste  Abschnitt 
umfasst  alle  die  algebraischen  Untersuchungen,  welche  sich  auf  die  Auf- 
lösung der  Cileichungen  und  die  hieran  sich  anschliessenden  Fragen  beziehen, 
insbesondere  auf  die  Eintheilung  der  Gleichungen  in  Classen  nach  ihrem 
„Affecte";  bei  ihnen  tritt  zu  den  oben  erwähnten  rein  arithmetischen  Begriffen 
noch  der  der  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  hinzu.  Der  zweite  Ab- 
schnitt enthält  alle  Arbeiten  über  die  Anwendung  der  Analysis  auf  Probleme 
der  Zahlentheorie;  hier  ist  es  der  wichtige  Begriff  der  Grenze  oder  des  Limes, 
durch  dessen  Hinzutreten  diese  von  Lejeune-Dirichlet  in  die  Wissenschaft 
eingeführten  Untersuchuugsmethoden  scharf  von  denen  der  allgemeinen  Arith- 
metik geschieden  werden. 


VORREDE.  y 

Den  Inhalt  der  letzten  Abtheilung  bilden  die  analytischen  Arbeiten 
Kronecker's,  ferner  die  Untersuchungen  über  Potentialtheorie  und  über 
Gregenstände  der  mathematischen  Physik,  sowie  einige  kleinere  Abhandlungen 
vermischten  Inhalts. 

Innerhalb  dieser  grossen  Abschnitte  folgen  die  Abhandlungen  im 
Wesentlichen  in  chronologischer  Ordnung  auf  einander;  die  nachgelasseneu 
Arbeiten  werden  am  Ende  derjenigen  Abtheilungen  ihre  Stelle  finden,  zu 
denen  sie  ihrem  Inhalte  nach  gehören;  ein  vollstiindiges  Verzeichniss  aller 
Abhandlungen  Kronecker's  am  Ende  des  letzten  Bandes,  welches  nach  der 
Zeit  ihrer  Veröffentlichung  geordnet  ist,  soll  die  Uebersicht  erleichtern. 

In  dem  vorliegenden  Bande  sind  die  22  ersten  Abhandlungen  über 
allgemeine  Arithmetik  vereinigt,  deren  Abfassung  in  die  Zeit  von  1845—1874 
feilt.  Er  beginnt  mit  dem  Irreductibilitätsbeweise  der  Kreistheilungsgleichungen 
vom  Primzahlgrade,  welchen  Kronecker  noch  als  Student  gefunden  hat,  und 
mit  seiner  Doctordissertation,  und  schliesst  ab  mit  den  Untersuchungen  über 
bilineare  und  quadratische  Formen,  welche  Krön  eck  er  erst  in  seinen  letzten 
Lebensjahren  in  weiterem  Umfange  wieder  aufgenommen  hat. 

Ich  habe  es  als  meine  Aufgabe  angesehen,  jede  Abhandlung  dieses 
Bandes  vor  ihrem  Abdrucke  selbst  einer  sorgßlltigen  Revision  zu  unterwerfen, 
und  ich  habe  sie  so  von  einer  grösseren  Anzahl  von  Druck-  und  Schreib- 
fehlern, sowie  von  solchen  Unrichtigkeiten  gereinigt,  welche  offenbar  bloss 
durch  ein  Versehen  entstanden  waren.  Dagegen  habe  ich  an  einigen  wenigen 
Stellen  die  Hinzufügung  einer  Bemerkung  für  nöthig  gehalten;  ich  werde 
solche  Zusätze  bei  dieser  ganzen  Ausgabe  in  einem  Anhange  vereinigen,  welcher 
jedesmal  an  das  Ende  der'  betreffenden  Abtheilung  gestellt  werden  wird; 
dieselben  konnten  nicht  jedem  einzelnen  Bande  angefügt  werden,  da  sie  viele 
Verweisungen  auf  spätere  Arbeiten  der  nämlichen  Abtheilung  enthalten. 


VI  VORREDE. 

Die  zum  Theil  schwere  Aufgabe  der  genauen  Nachprüfung  aller  Ab- 
handlungen dieses  Bandes  ist  mir  durch  die  gütige  Hülfe  der  Herren 
G.  Landsberg  und  K.  Th.  Vahlen  erleichtert  worden;  die  von  diesen  Herren 
beigefügten  Bemerkungen  sind  im  Anhange  als  von  ihnen  herrührend  ge- 
kennzeichnet worden;  es  ist  mir  aber  ein  Bedürfniss  ihnen  an  dieser  Stelle 
meinen  verbindlichsten  Dank  auszusprechen.  Ferner  hat  Herr  Ch.  Her  mite 
das  Andenken  seines  dahingegangenen  Freundes  dadurch  in  der  schönsten  und 
pietätvollsten  Weise  geehrt,  dass  er  die  in  französischer  Sprache  geschriebenen 
Abhandlungen  Kronecker's  vor  der  Drucklegung  ebenso  durchgesehen  hat, 
wie  er  diess  früher  bei  den  von  Kronecker  herausgegebenen  Arbeiten  Lejeune- 
Dirichlet's  gethan  hatte. 

Endlich  möchte  ich  mit  Dank  aussprechen,  dass  die  Verlagsbuchhand- 
lung von  B.  Gr.  Teubner  keine  Mühe  und  keine  Opfer  gescheut  hat,  um  dieses 
Werk  auch  äusserlich  zu  einem  würdigen  Denkmal  für  den  Verewigten  zu 
machen. 

Berlin,  den  20.  Mai  1895. 

K.  Hensel. 
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BEWEIS 
DASS  FÜR  .JEDE  PBIMZAHL  p  DIE  GLEICHUNG 

1  +  ^  +  ^=+    +^-'  =  0  IRREDUCTIBEL  IST. 


VON 


Herrn  L.  KRONECKER, 

STUD   PHIL.  ZU  BERLIN 


Grelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  29.  p.  280. 
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BEWEIS.   DASS   FÜR  JEDE  PRIMZAHL  p  DIE   GLEICHUNG 

l  +  ^  +  ,:2  +  ...+  ,P-i  =  o   IRREDUCTIBEL   IST. 


Bei  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  dürfte  es  nicht  ohne  Interesse 
sein,  dem  von  Gauss  in  den  Disq.  arithm.  gegebenen  Beweise  einen  zweiten 
sehr  einfachen  hinzuzufügen.  Ich  schicke  dabei,  um  den  Gang  nachher  nicht 
zu  stören,  folgenden  Satz  voraus: 

„Wenn  p  eine  Primzahl,  «  eine  von  1  verschiedene  ^^te  Wurzel 
der  Einheit   und   a.  «i,  .  .  .   rt^_i    ganze  Zahlen   bedeuten,   und   man 

«  +  «!«  +  a^tt-  -j +  aj,-iaP-^  =  f{cc) 

setzt,  so   findet  die  Congruenz 

/•(«)  /"(«^)  •  •  •  /■(«"-')  ==  /"(l)^-'     (mod.  p) 

statt,  wobei  sogleich  bemerkt  werden  kann,  dafs  jenes  Product  als  ganze 
symmetrische  Function  aller  Wurzeln  eine  ganze  reelle  Zahl  sein  mufs." 

Beweis.     Man  setze 

a  -{-  Oj^x  -\-  a^x^  -{-•■■  -{-  Up-iX}'-'-  =  fix) 

und  denke  sich  die  Entwicklung  des  Products  f{x)  f{x-) . . .  f{x^^)  nach  Potenzen 
von  X,  so  dafs  das  allgemeine  Glied  darin  ^„o;"  wird.  Setzt  man  nun  in 
der  so  entstandenen  identischen  Gleichung  für  x  nach  einander  die  Werthe 
1,  a,  a',...<x''~^  und  summirt  alle  diese  2^  Gleichungen,  so  erhält  man  auf 
der  einen  Seite : 

fc^y-'  +  {p  - 1)  /^(«)  /■(«')  ■  ■  •  /'(«M  • 

Denn  für  jedes  r  aus  der  Reihe  der  Zahlen  1,2,...(^  — 1)   fallen  die  Gröfsen 


4         BEWEIS  DER  IRREDÜCTIBILITÄT  DER  GLEICHUNG    1  +  a;  +  a;-  + 1-  x'"^  =  0. 

«'",  «^^  . . .  «'^'~*^'"  mit  den  ursprünglichen  a,  cc^,  . . .  a''~'^  nur  in  anderer  Ordnung 
zusammen,  woraus   folgt,   dafs 

/■(«o  /'(«'O  •  •  •  fi^'^-'"-)  =  /■(«)  /■(«')  •  •  •  /'(«'^') 
ist.     Auf  der  andern  Seite  erhält  man  für  das  allgemeine  Glied 

^,  (1  +  a"  4-  «2»  -I }.  «(P-i)«) , 

welche  Summe  für  jedes  durch  p  theilbare  n  den  Werth  p  erhält,  für  jedes 
andere  n  aber  verschwindet.     Man  hat  also  die  Gleichung 

f(iy-i  +  (p  _  1)  /■(«)  f(a^)  . .  .  f{aP-^)  =  p(A,  +  A,  +  A,,  +  ■  ■  ■) , 

oder 

/■(«)  f{a')  ■  ■  •  /-(«^-i)  =  f{iy-'     (mod.  p) , 

was  zu  beweisen  war. 

Es    sei  nun    1  -}-  x  -{-  x^  -\ \-  x^~^  ==  X  das  Product   zweier  ganzen 

rationalen  Functionen  von  x  mit  ganzen  Coefficienten,  also  X=  f(x)  ■  ^{x^, 
so  wird  aus  dieser  Gleichung  für  .r  =  l  offenbar  i?  =  /'(!)  ■(fi'i),  wo  /"(l)  und  qp(l) 
ganze  Zahlen  sind,  was  also  nur  möglich  ist,  wenn  die  eine  gleich  1,  die 
andere  gleich  p  ist.  Es  sei  f(l)  =  1.  Nun  mufs  aber  andererseits  f{x)  für 
so  viele  von  1  verschiedene  j^te  Wurzeln  der  Einheit,  als  der  Grad  dieser 
Function  andeutet,  also  doch  wenigstens  für  eine  verschwinden.  Es  wird  daher 
jedenfalls 

/'(«)  f(a')  ■  ■  •  f{aP-')  =  0. 
Andererseits  hat  man  nach  obigem  Satze 

,    /^(a) /X«^) . .  • /-(«M  = /-(l)^!  =  1     (mod.j)), 
welches  den  Widerspruch  giebt. 

Anmerkung:  Ich  will  noch  bemerken,  dal's  ich  in  Bezug  auf  den  obigen  Hülfssatz 
nicht  auf  Eummer's  „Disputatio  de  numeris  complexis  etc.  §  2."  verwiesen 
habe,  weil  bei  dem  Beweise  desselben  dort  schon  die  Irreductibilität  der 
Gleichung    X  =  0   vorausgesetzt  wird 
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DE  UNITATIBUS  COMPLEXIS. 

Dissertatio  inauguralis  aritkmetica  *). 


In  principalia  doctrinae  numerorum  incrementa  introductionem  nume- 
rorum  complexorum,  ipsi  summo  huius  scientiae  creatori  debitam,  referendam 
esse  inter  omnes  constat.  Qui  numeri  quam  vim  ad  promovendam  scientiam 
habeant,  in  de  elucet,  quod  arcte  et  cum  residuis  potestatum  et  cum  tlieoria 
formarum  altioruni  graduum  et  cum  circuli  sectione  cohaerent.  Summus 
Gauss  primus  disquisitiones  de  numeris  complexis  formae  a  -\-b  Y—  1  in  pu- 
blicum edidit,  quarum  theoriam  postea  CI.  Lejeune- Dirichlet  uberius  trac- 
tavit**).  Generalioris  numerorum  complexorum  speciei  mentionem  fecit  Cl. 
Jacobi,  qui  circuli  sectionem  pertractans  in  hanc  quaestionem  incidit***). 
Praeterea  ad  hanc  partem  doctrinae  numerorum  spectant  et  observatio  Cli. 
Jacohi-\)  et  recentiore  tempore  disputatio  Cli.  Kummer  „de  numeris  com- 
plexis   qui   unitatis    radicibus    et    numeris    integris    realibus    constant"-),    et 


*)  Haec  dissertatio  aestate  anni  MDCCCXLV  ordini  philosophorum  universitatis 
Berolinensis  proposita  eique  ex  auctoritate  sumini  viri  Lejeimc- Dirichlet  probata  est.  Typis 
autem  tum  non  excusa  est  uisi  pars  aliqua,  scilicet  paragraphi  1 — 16,  quae  isublice  pro- 
diit  d.  X.  m.  Septembris  a.  MDCCCXLV;  quae  sequuntur  paragraphi  17 — 20  ineditae  adhuc 
nunc  primum  evulgantur  '\ 

**)  Cremes  Journal  Bd.  24  [S.  291— 371.  Lejeune- Dir ichlets  Werke  Bd.I  S.  533— 618.] 
***)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie,  1837    [S.  127—139.     C.  G.  J.  Jacobis 
Werke  Bd.  VI  S.  254 — 274];  v.  etiam  commentationem  Uli.  Eisenstein.  „Beiträge  zur  Kreis- 
theilung"  (Crelles  Journal  Bd.  27  [S.  269—278]). 

t)  Crelles  Journal  Bd.  19  S.  314-318. 

')  Zusatz  L.  Kroneckers  zu  dem  vollständigen  Abdruck  dieser  Arbeit  im  Journal  für  Mathe- 
matik Bd.  yS  ?.  1  —  52.  H. 

-)  E.  E.  Kummer:  Disputatio  de  numeris  complesis,  qui  unitatis  radicibus  et  numeris  integris 
realibus  constant.  Gratulationsschrift  der  Breslauer  Universität  zum  dreihundertjährigen  Jubiläum  der 
Universität  Königsberg.     Breslau  1844.  H. 
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commentatio  Uli.  Eisenstein  „de  formis  cubicis  trium  variabilium  etc."*).  — 
Ex  quo  prospectu,  quam  pauca  de  numeris  complexis  huc  usque  in  publi- 
cum edita  sint,  iam  elucet,  ideoque  in  sequentibus  praecipue  tantum  ad 
illam  Cli.  Kummer  disputationem  leetorem  reiicere  potero.  Cum  vero  non- 
nuUa  theoremata  in  illa  eommentatione  iam  tradita  elegantius  demonstrare 
mihi  contigerit,  etiamque  alia  quaedam  nondum  tradita  ad  perscrutandas 
unitates  complexas  adhibenda  sint,  cumque  denique,  quoad  nunc  possim, 
totum  aliquod  conficere  velim,  disquisitionem  fere  ab  initio  repetere  praeferam. 
Quem  ad  finem  pars  prior  huius  dissertationis ,  unitatibus  complexis  deditae, 
illas  disquisitiones  numerorum  complexorum  quasi  fundamentales  continebit. 
Denique  aduotandum  recentissimo  tempore  Clum.  Lejeune-Diriclüet,  dum 
in  Italia  versabatur,  quaestiones  de  unitatibus  principales  ratione  maxime 
generali  latissimeque  patente  mira  quidem  simplicitate  tractavisse,  quarum 
rerum  prospectum  nunc  in  publicum  editurus  est^).  Quod  quidem  cum  acci- 
perem  bis  meis  disquisitiouibus  iam  finitis,  eas  elaborare  tamen  non  plane 
inutile  videbatur,  et  quia  hae  quae  proferentur  methodi  ab  illis  methodis 
generalibus  omnino  di£ferunt,  et  quia  in  pertractandis  unitatibus  ex  unitatis 
radicibus  compositis  quaestiones  quaedam  se  offerunt,  quas  ipsas  tanquam 
speciales  alicuius  momenti  esse  arbitror. 


PAßS  PßlOR. 


§  1. 

Ne  postea  investigationum  ordinem  interrumpere  oporteat,  hoc  quod 
sequitur  lemma,  cuius  frequens  erit  usus  et  quo  nonnullae  demonstrationes 
praecidentur,  antea  praemittimus. 

Sint  aequationis  algebraicae  %*'  gradus  coefficientibus  integris  (coef- 
ficiens  ipsius  x"  sit  unitas)  n  radices:  a,  ß,  y  . . .  atque  eiusdem  aequationis, 
si  tanquam  congruentiam   modulo  p    (ubi  p  numerus   primus)   consideres,    n 


*)  Grelles  Journal  Bd.  28  [S.  289—374]. 

')  Zur  Theorie  der  complexen  Einheiten.    Beil.  Akad.  Her.  v.  J.  1846.    S.  103—107.     Lejeune- 
Dirichlets  Werke  Bd.  I  S.  639—644.  H. 
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radices:   a,!),  c  .  .  .;  sit  porro  f(a,ß,y,  . . .)  functio  radicum  algebraica  integra 
symmetrica,  congruentiam 

/'(«-•  /3,  J',  ■  •  •)  =  /■(«.  h,  c,..  .)       (mod.  p) 
locum  habere  dico. 

Dem.  Etenim  quamque  functionem  radicum  algebraicam  integram  sym- 
metricam  identice  tanquam  functionem  integram  expressionum:  cc-{-  ß-\-y-\-  ■■■, 
aß  -\-  ay  -\-  •  ■  •  etc.    repraesentari   posse    constat.      Ergo    /"(«,  b,  c,  . . .)    eadem 

functio  integra  expressionum:   a  -{-  h  -\-  ■■■,  ah-\-ac-{ etc.^  quae  f{a,  ß,  y, ...) 

ipsarum  «  + /3  +  y  H — ,  uß-{-ccy-] —  etc.  sit  oportet.    Cum  vero  a-{-b-{-c-\ — 

coefficienti  ipsius  a""~'  i.  e.  quantitati  k  -{-  ß  +  y  -{-  ■•■  pariterque  ah -j- ac -j 

ipsi  aß  -\-  ay  +  ■  ■  ■  etc.  secundum  modulum  2)  congrua  esse  notum  est,  id  quod 
contendimus  facile  concludi  potest. 

Nunc  sit  V  numerus  primus,  a  radix  aequationis  o'' =  1  primitiva, 
sint  porro  e,  f,,  .  .  .  6;_i  periodi  radicum  01,  quarum  quaeque  fi  terminos 
contineat,  ita  ut  habeamus  A(t  =  t'  —  1  et: 


(I) 


J.—l      I  „-'/.— 1      1  ,3/— 1     I  ,  „11^—1 

£/_!  =  0^  4"  "  -j-  03^  -\-   ■  ■  •  -\-  CO'  , 

ubi  (j  est  radix  primitiva  ipsius  v.    Ex  quibus  aequationibus  statim  colligitur: 

£.<i+r  =  fr       et       1  +  «  4-  «1  +  •  •  ■  +  £;.-!  =  0. 
lam  posito 

««  +  «1^1  +  «2^2  H +  «;.-i«/-i  =  /"(f)  *), 

ubi  literis:  a,  a^,  ...  (i^-i  numeri  reales  integri  designantur,  talem  expressionem 
f{e)  numerum  complexum  voco.  lam  quia  omnis  periodorum  functio  rationalis 
tanquam  omnium  periodorum  functio  linearis  repraesentari  potest,  productum 
numerorum  complexorum  rursum  in  formam  ipsius  f{t)  redigi  posse  patet. 
Deinde  eadem,  qua  GL  Kummer  in  disputatione  illa  iam  laudata  (§  1)  usus 
est  ratione,  ex  aequatione: 


*)  Cum  illa  periodorum  functio  linearis  eadem  tanquam  functio  ipsius  £  rationalis 
integra  repraesentari  possit. 
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a£  +  «i£j  +  •  ■  •  +  a;._ia;._i  =  hE  ■}-  b^fi  -{-■■■  -\-  t/.-ifp.-i 

sequitur,  ut  sint 

a  ==  b,       «1  =  ^1 ,     •  ■  •     «/— 1  =  b),—i . 

Numeri  /'(f,),  f{ii),  ...  /(f;.-i)  numero  /"(f)  coniuncti  dicuntur,  et  facile, 
brevitatis  causa  f{i)  =  /'.  /"(ti)  =  f^,  .  .  .  positis,  aequationes  sequentes  locum 
habere  elucet: 

as       +  a,  fj  + 1-  a;._i  £;._i  =  /', 

a£;._i  +  «i£    +  •  •  •  +  az-i  £;._2  =  /;— 1. 

Quod  aequationum  systema  ut  secuudum  quantitates  a,  a^,  ...  solvamus,  litera  « 
aliquaru  aequationis  «"^  =  1  radicem  designamus.  Tum  aequatione  prima 
in  1,  secunda  in  «,  tertia  in  «'^  etc.  postrema  in  k^~'  ductis  iisque  additis 
aequationem: 

('s  +  fjK  +  £.,«-  +  •  ■  •  +  f/-ia'--^)  (a  +  rt,  «-1  +  a,«--  +  ■  •  ■  +  «;:_ift~'^~'') 
(III.) 

=  /'+/i« +  /;«'  + •■•  +  /).-!  «^-' 

pro  quaque  unitatis  radice  /.'*  r«  obtinemus. 

Cum  vero  expressio  £  +  fj«  + 1-  f^_i«'~'  nihil  aliud  sit,  nisi  id  quod 

Cl.  Jacohi  in  commentatione  illa  iam  supra  laudata*)  signo  F{cc)  denotat, 
formulam  1.  c.  traditam  in  auxilium  vocamus: 

quae  pro  quoque  ipsius  a  valore,  excepto  illo  u  =  1,  locum  habet.  Qua 
adhibita  atque  aequatione  (III)  per  ipsum  f  +  ^i«"'  +  E.,tr-  +  •  •  ■  +  £;._i«~'^"^* 
multiplicata  aequatio : 

v(a  +  «1«"'  -4-  «,a— -  +  •  •  •  +  fl;._ift~'^""'^) 
(IV.)  ■      ' 

=  (/■+/;«+ h  Z';-!«'-')  -(s  +  s.a-^-i h  f;.-i«-''-'0 

(posito  jt  numerum  esse  parem)  oritur,  atque  pro  quoque  ipsius  a  valore 
unitate  excepta  valet.     Unde  concludi  licet: 


*)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  1837  (S.  128). 
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va       =fe       +  /'ifi  +  /ä  £■>  +  ■••  +  /';._i£;.-i  +  m, 

(Y)  I'«!  =  fh  +  /if-2   +  /i-fs   H i-   /^.-if  +   '«, 

l/«;.-!  =  /■£;._!  +  /;£    +  /ofi  H f-  /i_i£;._ä  +  >«. 

Quando  enim  pro  quibusvis  quantitatibus  i  et  c  systema  aequatiouum  habemus: 
fc+?>iß-     H \-brU-'-      -\ l-&i-i«-'^~*'=c  +  Cifr     H t-Crß-"      H |-c;.-ia-(''-i', 

facile   prima    aequatione   in   er'',    secunda   in    er'-''  etc.    ducta    iisque   additis 
aequatio  colligitur: 

A6,  —  (6  +  ?;.  H h  h-i)  =  ^C  -ic  +  c,-\ \-  c,-,) 

seu 

hr  ^  Cr  -{-  m , 

iibi  m  respectu  r  constans  est. 

Ut  quantitas  m  definiatur,  adnotamus  istis  aequationibus  (V)  additis  fieri: 

(VI.)        i;(a  +  fl,  +  . . .  +  a,_i)  =  (/■+/;  +  ...+  /)._,)  (£  +  f,  +  . . .  +  ,,_;*  +  A w. 

Cum  vero    a  +  fj  H 1-  f;._i  =  —  1    sit  et 

«  +  «,  H h  «;.-!  =  -(/■+/■!  H h  /).-.) 

esse  ex  aequatione  (III)  ibi  ponendo  «  =  1  colligatur,  aequatio  (VI)  rautatur  in: 

-  (v  —  1)  (/■  +  /i  H f-  /•,_,•,  =  km     seu     -  ^  (/■+/•,  + ]-  t\_,)  =  «j. 

Quo  valore  ipsius  m  substituto   has  consequimur  aequationes,    systemata  (II) 
et  (V)  repraesentantes : 

[  fr  =  Clir   +   a^Er+l   + h   r/;._i£,_i, 

(Vll.J  I 

^—Vür^  f{u    —    Sr)   +  flifl   —  ir+l)   H h  A-l  («  —    £,-l) 

pro  ipsius  /•  valoribus:    0,  1,  2,  ...  A  —  1. 

lam  vero  respecta  analogia  numerorum  complexorum,  qui  radicibus 
unitatis  ad  numeros  compositos  (r)  pertinentibus  constant,  numeros  com- 
plexos  /"(f)  sub  hac  forma  accipere  convenit,  scilicet: 
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quamquam    mnfafes    complexas    in    posterum    illius    formae    supra    exhibitae 

ponemus.    —    Productum  talium  numerorum    f{e)   rursus  in   eandem   formam 

redigi  posse  inde  elucet,    quod    quaevis    periodus   tanquam   functio   rationalis 

integra  unius   repraesentari   potest,    quodque   quaevis  functio    integra   periodi 

f  per  aequatiouem  illam    gradus  A",    quarum  radices    b,  e^,  .  .  .  e^_i    sunt,    ad 

gradum  {X  —  1)'"™  redigi  potest.     Denique  ex  aequalitate  duorum  numerorum 

complexorum  aequalitatem  singulorum  coefficientium   colligi  posse  inde  patet, 

quod   functio  periodi  integra  gradus    (2  —  1)"   evanescere  nequit,    nisi   omnes 

eins  coefflcientes  evanescunt. 

Productum  omnium  numerorum  coniunctorum,  tanquam  functio  perio- 

dorum  invariabilis  integra,  numerus  realis  integer  est  atque  norma  appellatur. 

Est  igitur: 

fia)f{e,)---as,_,)=Nmfia) 

et  quidem  respectu  e.  Quodsi  enim  f(i)  tanquam  functio  alius  periodi 
exempli  gratia  ipsius  co  consideratur,  ita  ut  sit:  /"(f)  =  (jr(oj),  apparet  esse 
Nm  9)((y)  =  9p(oj)  qp(coi)  •  •  •  <p{oi,_.^     sive 

Nm(p(co)=(Nm/-(i))". 

Neque  unquam,  ne  ex  aequalitate  signorum  ambiguitas  oriatur,  vereudum 
est.     Caeterum  ex  ipsa  definitione  colliguntur  aequationes: 

Nm/'(£)  =  Nm/'(f,) 
et 

Nm    (f(e)  ■  q){s))  =  Nm/Yf)  •  'Nmcp{s) . 
Cum  sit 

(Nm  /■(£))''  =  Nm  (p(co)  =  1        (mod.  7') , 

posito  numerum  Nm  f(()  ad  ipsum  v  primum  esse  (Disput.  Cli.  Kummer  §  2), 
sequitur,  ut  quaevis  norma  respectu  f  residuum  sit  2'*^  potestatis  modulo  v. 

§  2. 
Ponatur  2)  numerus  primus  eiusmodi,  ut  sit  y  ^  1     (mod.  v),  atque  sit: 
P=P{e)    p{s,)  ■  ■  -iHf^-i)  =  Nm|j(f), 
istos  factores  ulterius  in  factores  complexos  ex  bis  ipsis  periodis  e  compositos 
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discerpi  non  posse  atque  inter  se  diversos  esse,  eadeni  qua  Cl.  Kummer  in 
disputatione  sua  (§  5)  usus  est  ratione  probatur.  Deinde  cum  nuper  a  Clo. 
Kummer  demonstratum  sit,  congruentiam  A'^  gradus: 

(x  —  s)  {x  —  £i)  •  •  •  (a;  —  £;._i)  ^  0       (mod.  2^) 

seinper  habere  A  radices,  si  p  condicioni  sufficit  p''  ^  1  (mod.  v)*),  has  ipsas 
designemus  literis:  e,  e^,  ...  e;._i**).     lam  haec  duo  habentur  theoremata: 

1.  Si  f{a}  numerus  est  complexus,  cuius  norma  per  numerum  primum 
2)  divisibilis  est,  unus  numerorum  /'(e),  /'(e,),  . . .  secundum  modulum  p  nihilo 
congruus  erit;  et  quando  ünum  numerorum  f(e)  ipsum  p  metitur,  etiam  Nm  /"(a) 
factorem  jj  implicat. 

Dem.  Cum  productum  f\e)  f\e^)  ■  ■  ■  /"(f;._i)  functio  sit  algebraica  integra 
symmetrica  radieum  aequationis  {x  —  e)  {.r  —  f i)  •  •  •  {x  —  f;_i)  =  0,  secundum 
primum  nostrum  lemma  erit: 

fis)  fih)  ■  ■  ■  f(a,-i)  =  Ae)  f(e,)  ■  ■  ■  f{ex-r)       (mod.  p) 
sive 

Nm  /■(£)  =  f{e)  f{e,)  ■  ■  ■  f{e,.-,)      (mod.  p) , 

unde  theoremata  illa  sponte  manant. 

2.  Theorema.  Sint  p{b),  p{£i),  . . .  factores  primi  complexi  numeri  primi 
})  sitque  ^j(e)  ille  factor,  qui  condicionem  explet  2}{e)^iO  (mod.  ^),  con- 
gruentia  haec  locum  habebit: 

e  ^  f      (mod.  j3  (f)) . 
Dem.    Ponatur 

(e  -  s)pis,)p(£.i)  ■  ■  •2J(i;.-i)  =  (p{i), 
unde 

(e  —  £i)p{£)pU2}  ■  ■•Piii-i)  =  9(^1)     etc.; 
tum   erit    (p(e)  =  0    et 


*)  In   commentatione   „de   divisoribus   formarum   quaruudam   etc."    quae   proximo 
tempore  edetur^);  vel  etiam  in  commentatione  Cli.  Sc] toenemann  {Diar.  Crell.  tom.  19  pag.  306). 
**)  Adnotamus   quodvis   Cr   eandem    ipsius   e   functionem    integram    esse    quam   Sr 
ipsius  e. 

')  Ueber  die  Divisoren  gewisser  Formen  der  Zahlen,  welche  aus  der  Theorie  der  Kreistheilung 
entstehen.     Grelles  .Journal  Bd.  30,  S.  107  —  116.  H. 
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<p(e^)  ^  95(62)  ^  ■  •  •  ^  9'(o.-i)  ^  0       (mod.  ^j), 

quia  omnes  hi  numeri  factorem  j^(e)  implieant.  quem  uihilo  eongraum  suppo- 
suimus.    lam  erit  secunduui  illucl  lemma: 

(p{£)  +  95 (fi)  H 1-  (p(s>.-i)  =  <p{e)  +  (p{<\)  -\ h  qc)(e/-0  =  0      (mod.ii). 

Deiude  erit  cf^ef  +  cf{E)<p{e^  +  ••  +  9-' (f )  ^  (f  ;._i)  =  r/-'(^)^  cum  reliqua  producta 
omnes  factores  2^{e)  ideoque  ipsum  p  contineant.     Ergo  habemus: 

(p  {e)'  ^  0      (mod.  j)) . 

lam    si  ^;    ad    v   primum    supponitur,    erit    j/~'  ^  1    (mod.  v)     atque 
(cf.  §  3.  1) 

(p{ay       ^q>(^      )^(p{s)        (mod.  jj). 

Erit  autem 

^(ey'-'  =  <p{sf~'-'  ■  cpisf  =  0         (mod.i^), 
uude  denique    cp{£)^0    (mod.  jj),    i.  e.: 

(e  —  s)  ]}  (£,)  p  (£2)  •  •  •  iH^^-i)  =  0       (mod.  i){e)  i){e,)  ■  ■  ■  p{i}.-i)) , 

ergo: 

e  —  £  ^  0       /mod.  j)(£lj  . 

Casu    p  =  V    habemus     Nm    p{t)  =  v,     et     posito    iH^)  = /"M    ^^it. 
Nm  /"(oj)  =  (Nm^;(£iy',  ergo    Nm  /"(oj)  ^  0    (mod.  ?'").     Eaque  de  re 

/■(l)  =  0       (med.  v) 

(disputatio  Cli.  Kummer  §  2);  ergo  cum  sit  (1  —  n)  (1  —  oj-)  ■••  =  ;',  erit  quoque 
/'(l)^O  ( mod.  (1  —  ra)) .  Deinde  propter  congrueutiam  1  ^  ro  (mod,  (1— o))) 
habemus  /'(a»)  =  0    (mod.  (1  — oj)).     lam  posito 

fim)  =  (\-a>)f\cö) 

erit 

Nm /■'(«)  =0      (mod.  v"-'), 
ergo  sicut  supra 

f\o-,)  =  (!-«)  /•"(«). 
Qua  ratione  denique  obtinemus   /"(oj)  =  (1  —  o))"9)(cj).    Est  vero 
Nm  /"(«)  ^  v''  =  v'"  Nm  <p{c3), 
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unde  9)((a)  unitatem  complexam  esse  patet.     Ergo  erit  quoque: 

(1  —  Gj/  ^  0      (mod.  f(o}))       seu       (mod.  p  (sfj . 
Deinde  cum  simili  modo  e  congruentia    Nm  (e  —  f)  e^  0    (mod.  v)    colligatur 

{e  —  a)  =  {l  —  af  i,{a)      sive      (e  —  «)  =  0    (mod.  (1  —  03)") , 
denique  respecta  congruentia  illa:    (1  —  (d)"^0    (mod.^;(f))    habebitur: 

e  —  £  ^  0       (mod.  p{s)\ . 

3.  Theorema.  Si  duo  habentur  factores  primi  complexi  non  coniuncti 
eiusdem  numeri  primi  p,  e.  g.  j;(£)  et  p'{a),  singuli  factores  ^/(e)  e  singulis 
p{i)  multiplicando  per  unitates  complexas  deducuntur*). 

Dem.    Sint  ^^(e)  et  p'{e)  factores  per  ipsum  p  divisibiles,  erit: 

p'(e)  ^  0      (mod.  2')       ideoque  etiam      (mod.  p(«)) . 

Est  vero    c^t    (mod.  ^^(e)),    unde    ^/(f)^0     (mod.  p{£))   i.  e. 

p'(«)=i'(«)-9'(«), 
ubi  <p(e)  unitas  complexa  est,  quia 

Nmp'(£)  ==j9  =  Nmp(f)  •  Nm  g)(f)  =p  ■  Nm  qp(f), 
ergo    Nm  9  (a)  =  1 , 

4.  Tlieorema.  Quando  norma  numeri  complexi  ^^(f)  numerus  primus  p 
est  ab  ipso  v  diversus,  unum  tantum  numerorum  p{e)  numerus  p  metiri  potest. 

Dem.  Sit  p  (e)  ^  p  (e^)  ^  0  (mod.  jj)  ,  ergo  p  (e,)  ^  0  (mod.  p  (b))  . 
Deinde  cum  habeamus    e^e    et    e^^t;.    (mod.  2>(f))**),    sequitur,  ut  sit: 

^(«r)  ^  0     (mod.  j)(£))        sive       j)(£r)  =i5(f)  "  ?'(*)• 

Ergo  cum  sit:    jj(6) -^(a^)  •  ■  •^j(£^_j)  ^0     (mod.^^),     etiam  erit: 

*)  Quod  tlieorema  casus  tantum  specialis  theorematis  2  in  §  3  est. 
**)  V.  adnotationem  secundam  ad  §  2. 

L.  Krcnecker's  Werke  l.  3 
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(p{i)  ■p{,s)-p{£^)  •  ■■pis,^,)  =pi£,y-p{£i)  ■  •  •i'(«,_i)p(«.+i)  •  •  •  =  0      (mod.jj) 

etiamque 

Pisy'-K^,)  ■  ■■p{^-,)Pi^r+i)  ■  ■  ■  =p(b;)-p(/,)  ■  •  -  =  0*)       (mod.p) 
id  est 

sive  denique  1  =  f{e)  •  2){e),  id  quod  fieri  non  posse  facile  patet,  si  in  utraque 
aequationis  parte  normam  formes.    Tum  enim  esset  1  =  _p  •  Nm  f(t). 

§  3. 

Cum  omnes  numeri  complexi,  qui  periodis  constant,  etiam  tanquam 
functiones  ipsarum  radicum  considerari  possint,  cumque  iis  quae  sequuntur 
haec  forma  simplicior  magis  accommodata  sit,  hanc  ipsam  accipiemus,  ubi- 
cunque  salva  quaestionum  generalitate  fieri  poterit. 

1.  Theorema.  Quando  norma  aliqua  Nm  /(«)  numerum  primum  jj  con- 
tinet,  qui  ad  exponentem  fi  modulo  v  pertineat,  illam  ipsam  normam  jt'*  ipsius 
2)  potestas  metiri  debet. 

Dem.  Cum  sit  ft-A.  =  v  —  1  cumque  p  ad  numerum  (t  pertineat,  pona- 
tur  p^g''     (mod.  v).   lam  erit  secundum  rationem  saepe  usitatam: 

/•(«)  =  /•(«),  ficof  =  /^(«O,  A^f  -  f{^'\  .  . .  ««)"""'  =  fim"'")        (mod.  p)  . 

Quibus  congruentiis  inter  se  multiplicatis  obtinemus: 

f^^^y+P+p'+'-'+p"-'  ^  ^(„)  .  f^^!'^  .  .  .  fla,''"~)       (mod.p). 

Qua  in  congruentia  si  deinceps  valores:  c/,  a  ,  ...  o'  loco  ipsius  ra  substi- 
tuuntur,  atque  congruentiae,  quae  hoc  modo  prodeuut,  inter  se  multiplicau- 
tur,  fit: 

{/•(«)  •  /(«O  •  •  .  /■(«"'"') }  '+"+■■■+''   '  =  Nm  fico)  =  0       (mod.  p), 
sive  posito: 

/•(co)-/-(co^)  •■•/■(«''"')  =  9 («0), 

9(coy+^+--+^''~'=0      (mod.ij). 
*)  V.  §  3,  1. 
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lam  cum  sit    l -{- 2^  +  ■■■  +  2)''~^<p'',  certo  etiam  erit 

<p{o3y   ^0      (mod. p). 
Est  vero  9p  (w)'^  =  90  (o ''")  =  9p  (o)      (mod.  j;) ,      ergo 

g)(to)^0       (mod.  2)), 
unde  mutatis  radicibus  o  oriuntur  relationes: 

9p(to)  ^  90(0^  )  ^^  9)  («''  )  ^  •  •  •  ^  g)  (cj'         )  ^  0       (mod. 2)), 
unde  denique  respecta  ipsius  <p{(o)  definitioae: 

Nm  f{co)  =  9 (ö)  •  95(0)^)  •  •  •  9(0)' "       )  ^  0       (mod.  j)") . 

2.  Theorema.  Normam  aliquam  Nm  f(<a)  si  numerus  primus  j;  metitur, 
qui  ad  exponentem  (t  modulo  v  pertinet  quique  in  A  factores  primos  com- 
plexos  e  periodis  t  compositos  dissolvi  potest,  quotiens  illius  normae  et 
summae,  quae  ea  continetur,  numeri  primi  potestatis  ipse  tanquam  norma 
repraesentari  potest. 

Dem.  Primum  adnotamus  summam  ipsius  p  potestatem  numero 
Nm  f{(a)  contentam  secundum  supra  dicta  multiplum  ipsius  ;/  esse  debere. 
lam  sit  ^  =  Nmj9(f),  deinde  ponatur 

fico)  .  /-(«'')  .  fico^')  .  . .  /•(«'""'")  =  9(^^)*)- 
Tum  babemus  secundum  suppositionem  nostram: 

Nm/"(co)  =  Nm  g)(£)  ^  0       (mod.j)), 

unde  secundum  §  2, 1 :  (p{e^)^0  (mod.^;)  ideoque  (mod.j)(6)V  Cumque  babe- 
amus  secundum  §2,2:  e^e  (mod.  ^j(e)),  erit  (p{e,)^0  (mod.  ^^(e)).  sive 
mutatis  periodis  9(f)^0    (mod. j; (£_,.))     i.  e. 

/■(») .  /-(y) . .  .  r(03^'"~'")  =  0       (mod.  2^(0)' 

sive  si  congruentiam  p^g^    (mod.  v)  respicimus : 

/•(c)  .  /-(«O  •  •  •  /'(«^'"')  =  0      (mod. p(0)- 
Est  vero: 


*)  Gauss  disquisitiones  aritlimeticae.    art.  347. 
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riw)  .  /-(«O  •  •  •  /^(«O  =  f{^y+'+-+'"~'       (mod.  p)  *) 

ideoque  (mod.j)(£_^)),  unde  ratione  supra  exhibita  colligimus  esse: 

/(c3)^0      (mod.  p  (£_r))     sive      f{(a)  =  ip{a)- !}{£_,). 
Ad  normam  transeuntes  obtinemus  aequationem: 

Nm  f(co)  =  »''  •  Nm  ip(a)     sive     Nm  —  =  Nm  ip(a)     q.  e.  d. 

lam  hac  methodo  iterum  atque  iterum  adhibita  facile  patet  e  suppo- 
sitione  Nm /'(at)  ^  0    (mod.^j"'")  congrueutiam  colligi  huiusmodi: 

/'(«)  =  0       (mod.  i)(f,)"'  -liej"'  •  ■  •) , 

ubi  m  +  vi' -\-  ■•■  =  n;  denique  habebitur  theorema  hocce: 

Quando  uorma  aliqua  divisibilis  est  per  numerum,  cuius  factores  primi 
reales  in  factores  complexos  quam  plurimos  discerpi  possunt**),  quotiens  illius 
normae  et  summae,  quae  ea  continetur,  denominatoris  potestatis  ipse  tanquam 
norma  repraesentari  potest. 

Adnotatio.  Si  Nm/'(G3)^0  (mod.  f),  habemus /"(o)  =  0  (mod.(l  —  w)^***), 
pariterque  e  congruentia  Nm  /(ra)  ^  0    (mod.  v"')  congruentiam  colligimus 

f{a)  =  0      (mod.  (1— 03)'"). 


Sit  f{a)   numerus  aliquis   complexus^    N  numerus  realis   eiusmodi,   ut 
factores  eins  primi  reales  in  factores  complexos  quam  plurimos  discerpi  possint, 


*)  V.  §  3,  1. 
**)  Numerum   aliquem   primum  p   ad    divisorem  jt    ipsius   v  —  1    pertinentem    in 

factores  complexos  quam  plurimos  discerpi  posse  dicimus,  si  in   factores  complexos 

e  periodis  s  compositos  eosque  coniunctos  dissolvi  potest. 
***)  V.  §  2,  2. 
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sitque  factor  numerorum  ({a)  et  iV  communis  maximiis  9(0)*),  nvimerus  i^(o) 
inveniri  potest  talis,  ut  sit: 

^1)  (o)  •  /■(o)  =  95  (oj)       (mod.  iV^)  **). 

Dem.  Sit  primum  numerus  iV  potestas  numeri  primi,  ergo:  N=2"',  sit 
deinde    ^j  =  ]Srm^(f)     et    p^f/    (med.  i^). 
lam  erit  secundum  §3,2: 

ubi  jj-"  ('»+"'■+•••'  summa  ipsius  ^  potestas  numero  Nm /'(o)  contenta.  Est  igitur 
Nm  -F(ca)  numerus  ad  ipsum  p  primus,  quare  exstat  numerus  x  talis,  ut  sit: 

X  •  Nm  F{a)  ^  1       (mod.  p"). 
Hinc  habemus: 

X  •  Firn-)  ■  F(cj')  ■  ■  ■  F(ö^-i)  .  /•(«)  =  a;  •  Nm  F(ö)  •i;(£,)"'  -i^fO"''  •  •  • 
(I.)  ,  „ 

=i'(0    'P(^T  •••      (mod.2J  ). 

Designemus  complexum  factorum  omnium  et  producto  i^ («J " 'i^ (**•)"' ■" 
et  numero  p"  i.  e.  producto  pieT-pifi)"--  ■  communium  signo  P(«),  ita  ut  sint: 

P(^)  -pi^S  -iK^S'  ■■■-  Fie)  .  Ä{s)  =p(e;)'"  .p{ej'  ..., 
P{s)  .p(sy  .  jp{eX  ...  =  P{s)  .  B(e)  =p^ 

lam  nuUum  indicem  a  nuUi  indici  h  aequalem  esse  patet.  Sint  c,  c',  . . .  in- 
dices  ii,  qui  coniuncti  cum  indicibus  a  et  &  seriem  0,  1,  2,  ...  A  —  1  efficiunt, 
atque  posito 

formetur  expressio: 

V{e)^A{B)  +  B{B).C{,'), 

normam  huius  expressionis  numerus  p  metiri  nequit;  tum  enim  pro  uno  valore 

e    congruentiae  Nm  (e  —  f)  ^  0  (mod.  ^)  esse  deberet  F(e)^0  (mod.|j)***)  i.e. 

A{e)  +  B (e)  ■  (7(e)  =  0     (mod. p). 

*)  De  factore  communi  maximo  sermonem  esse  posse  inde  elucet,  quod  factores 
ipsius  N  primi  in  factores  eomplexos  dissolvi  queunt,  igitur  ad  eos  omnes  theorema  §  3,  2 
adhiberi  potest.    Caeterum  hoc  in  ipsa  demonstratione  probabitur. 

**)  Modulum  realem  accipimus,  quia  si  complexus  est  ultiplicando  per  fact  ores 
coniunctos  realis  reddi  potest. 
***)  V.  §  2,  1. 
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Cum  vero  pro  quovis  e  unus  tantum  factorum  j)  (e)  nihilo  congruus  esse  possit*), 
aut  Ä{e)  aut  B{e)  aut  C{e),  minime  igitur  Ä{e)  +  -B(e)  •  C(e),  nihilo  congruum 
erit.   Quare  iam  existet  numerus  y  talis,  ut  sit: 

y  ■  Nm  V{s)  ^  1       (mod.  p") , 
sive  substituto  ipsius   V{b)  valore: 

y  .  F(fj)  •  •  •  F(a,_,)  ■Aia)+y  ¥[6^)  ■  ■  ■  r{e,_,)  -Bis)-  C(f)  =  1       (mod.  p") . 
Qua  congruentia  in  numerum  P(£)   ducta,  atque  respectu  liabito  aequationis 
B{i)  •  P{i)  =2^">  obtinemus: 

(IL)  y  .  F(£j  •  •  ■  F(a,_^)  •  ^(e)  •  P{s)  =  P(e)       (mod.  /) . 

Unde  si  illam  congruentiam  (I): 

X  ■  Z(co')  •  •  •  F{co'-')  ■  fip)  =  A{b)-  F{b)       (mod. /) 
respicimus  atque 

X  ■  Fico')  ■ .  •  Fia,'-')  ■  y  ■  F(6,)  •  •  •  F(£,_j)  =  ^(«) 
ponimus,  denique  prodit  congruentia: 

i>{(o)  ■  f{a)  ^  F{e)       (mod.  p") , 

ubi  numerum  P{a)  factorem  esse  numerorum  ({at)  et  p"  communem  maximum 
ex  ipsa  expressionis  P{e)  definitione  elucet.  Istam  congruentiam  si  tanquam 
aequationem  scribimus  designante  G{oj)  numerum  integrum  complexum,  ob- 
tinemus : 

z^(«) .  /•(«)  =  P(^)  +  G{m)  ■  p"      sive     H^)  •  ^  =  R^  +  Gico). 


B(f) 


Casu  j;  =  i'  habemus  f{a)  =  {1  —  g))"'F{co),  ubi  numerus   'Sm  F{c,j)  ad 
ipsum  V  primus  est**).     Iam  posito 

X  ■  Nm  F(co)^l       (mod.  v") 
atque: 

X  ■  Fia')  •  F{co')  ■  ■  •  F{m~')  =  1^(0) 
obtinemus : 

^(ca)  -/"(o)  ^  (1  —  «)'"       (mod.  v") . 


*)  V.  §  2,  4. 
**)  V.  adnotationem  iu  fine  paragraplii  3. 
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lam  posito  N  =  p  •  q" ■  ■  ■ ,  ubi  p,  q,  ...  sunt  numeri  primi  inter  se 
diver si,  inveniri  possunt  numeri  ^i'i(ft)),  ^^{a),  ...  tales,  ut  sint: 

i',{m)-f{to)  =  F{s)        (mod./), 

ubi  P(f)  factor  est  communis  maximus  numerorum  f{a)  et  ]f,  Q{e')  factor 
communis  maximus  numerorum  /"(ra)  et  (f  etc.     Itaque  habemus: 

Q{b')  ■  7^(^")  •  •  •  ^x(üj)  •  /•(«)  =  Zi(ö)  /■(«)  =  PW  •  «(£')  •  •  •       (mod./)  , 
P^)  •  B (£") .  •  •  z^,(a,)  •  /-(oj)  =  Xo((d)/-(cd)  =  P(£) .  Q{a')  ■  ■  •        (mod.  q') , 

Deinde  numerus  inveniri  potest  complexus  i>{co)  talis,  ut  sit: 

^(fi')  =  %i(")       (mod./),         T/»(cj)  =  ;(,(ta)       (mod.  2*),  . . . , 

quia  pro  singulis  coefficientibus  potestatum  radicum  o  in  ipsis  x{f^)  bae  ipsae 
congruentiae  expleri  possunt.     Unde  denique  habemus: 

i'ito)  ■  f{m)  =  P{s)  ■  Qis')  ■  E{a")  ■  ■  ■        (mod.  iV)  , 

ubi  dextra  congruentiae  pars  factorem  numerorum  /"(q)  et  N  communem  ma- 
ximum  continet. 

§5. 

Dato  aliquo  numero  primo  }),  qui  coudicionem  implet  ^''^1  (mod,  j;), 
semper  exstare  numerum  a  talem,  ut  sit  :xp  =  Nm  (e  —  a) ,  iam  supra  diximus 
(v.  §  2).  Quem  numerum  n  generaliter  ita  eligere  possumus,  ut  sit  ad  p  primus. 
Quodsi  enim  %  numerum  x)  ideoque  Nm  (e  — «)  numerum  p^  implicat,  habemus: 

NmfiJ  +  e  — £)  =  :>r>  =  Nm(e  —  £) +jp{(c-£i)(e  — f2)-  +  (e—f)(e  — «2)-4--- }+/{•••  }• 

Iam  si  et  ipsum  je'  factorem  p  contineret,  etiam  illa  expressio  per  ipsum  p 
multiplicata  nihilo  congrua  foret  modulo  ]).  Quae  expressio,  tanquam  functio 
ipsorum  a  symmetrica,  etiam  mutatis  quantitatibus  e  cum  numeris  e  nihilo 
congrua  esse  deberet.  Tum  autem  omnes  termini  primo  excepto  evanescunt, 
qua  de  causa  obtinemus: 

(e  — ej  (e  — e2)---  =  0       (mod.j)), 
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sive  igitur 

e  ^  e^      (mod.  p) , 

id   quod  fieri  non  jDotest,  nisi  pro   certis  quibusdam  numeris  ^;,  qui  et  ipsi 
divisores  niimeri  Nm  (j  —  f^)  sunt.     Quodsi  enim  e^e^  (mod.  j;),  est  quoque: 

(e  -  e,)  (e^  -  e^^J  •  •  •  (e,_j  —  e^_^,_;)  =  0  =  (s  —  e,)  (f,  -  e^^^)  •  •  •  =  Nm  (s  —  £,)     (mod.  p). 

Theorema.  Si  normam  numeri  complexi  Nm  /"(ra)  numerus  primus  p 
metitur  ad  exponentem  jt  modulo  v  pertinens,  atque  np  =  l^m{e  —  e)  est, 
numerum  jt  ■  /'(ca)  aliquis  factor    c  —  e^    metiri  debet.  -' 

Dem.     Ponatur 

f(co).fico''-)...f(J'-'')  =  ^{er). 
Tum  habemus: 

Nm/'(to)  =  Nin  9)(£)  ^  0       (mod.p), 

ergo  secundum  §  2,  1: 

q}{er)^0(mod.p)     et     n: -93(6^)^0    (mod.  ä-^^)     ideoque     (mod.  (e  —  f)) . 

Deinde  cum  appareat  esse  e^f  et  c^^b,    (mod.  (e— f)V  obtinemus  congruentias: 

x-q)(e^)^n  ■  g){e^)  ^0     (mod.  (e  —  f))     sive     n  ■  q){e)^0     (mod.  (e  —  e_^yj 
id  est 

jt .  /■(«)  •  f{(o''')  ■  ■  ■  f  (aj''"""^)  =  0     (mod.  (c  —  £_)) , 

sive,  si  congruentiam  jj  ^  y"  respicimus, 

jt  •  f{o})  ■  f(a")  ■  ■  •  /"((a^""')  =  0      (mod.  (e  -  O)  • 
Est  vero 

71  ■  f{co)  ■  ({a")  ■  •  ■  fim''""')  =  %  .  /■((a)'+^+-+^"~'    (mod.  np)   ideoque      (mod.  (e— £_))  , 

ergo  ratione  supra  adhibita: 

jc  ■  f{co)  ^  0      (mod.  {c  —  £_r))       q-  e.  d. 

Qua  ratione  iterata  facile,  supposita  congruentia  Nm/'(a))^0   (mod.^;""''),  colli- 
gimus  congruentiam  locum  habere  buiusmodi: 

jt"  ■  /"(cj)  ^  0     (mod.  (e  —  «j.)'"  •  (e  —  f^,)"  •  •  •) , 

ubi   m  +  «»'  4-  ■  • .  =  «   est. 


'^)  V.  Gauss  disquisitioDes  aritlimeticae.    art.  347. 
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§  6. 
Sit  2^  numerus  primus  talis,  ut  sit  j/^l    (mod.t-)  atque  «jp  =  Nm(e  — e), 
sitque  n  numerus  ad  ipsum  ])  primus.     Deinde  ponatur 

(e  —  £i)-(e  —  «ä)  •  •  .  (e  —  e,_;}  =  (p{£), 

ubi  (p{i)  ipsum  p  metiri  non  posse  patet,  quia  posito  <p{£)  =  p  •  i'ia)  esset 

{e  —  e)  •  (p  {e)  =  Nm  (e  —  e)  =  np  =  p  ■  {e  —  «)  ^(e) , 
ergo 

jr  =  (e  —  f )  ■  ^t'(f)     et     %  =  «p  •  Nm  ^(f) , 

unde  sequeretur,  ut  ipsum  n  per  numerum  jj  divisibile  esset. 

lam  numero  complexo  fracto  -^,  tanquam  modulo  ad  hanc  quae  sequitur 
disquisitionem  utamur;  id  quod  facile  fieri  potest,  si  statuamus,  congruentiam 

a  =  6     (mod.  — j 

locum  teuere  huiusce: 

an  ^  hn       (mod.  m). 
lam  patet  esse 

e^B      (mod.  ^) ; 

est  enim  re  vera     (e  —  e)  •  ^(f)  ^  0    (mod.^j),     quia 

{e  —  £)-(p  (f)  =  Nm  (e  —  e)  =  np . 

Deinde  si  numerus  complexus  /"(f)  congruentiae  sufficit 

m^O     (mod.^). 

numerus  ^j  eius  normam  metiatur  oportet.    Ex  ista  euim  congruentia  conclu- 
ditur  f{e)  •  «jp  (f)  ^  0    (mod.  j>)   sive 

Nm  f{s)  •  Nm  9(£)  =  0      (mod.  p) , 

et    cum   habeamus   'Hm  (p{£)  =  2/~^n'~\    obtinemus   ;r^~' Nm /"(a)  ^  0    (mod.^;), 
et  quia  n  ad  ipsum  j;  primus  est, 

Nm/'(£)  =  0       (mod.  2)). 
Ex  illa  congruentia 

e  ^  £     (mod.  ^T-r) 

L.  Krouecker's  Werke  I-  4 
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sequitur,  ut  quivis  numerus  complexus  numero  reali  congruus  sit,  scilicet 

tinde  j;  residua  hoc  modulo  incougrua  exstare  elucet  eaque  numeri  0, 1,2,  ...j)  — 1. 
Etenim  plures  non  existere  inde  patet,  quod  quivis  numerus  complexus  numero 
reali,  quivis  autem  numerus  realis  uni  illorum  numerorum  modulo  p,  etiamque 

igitur  modulo  ---.,  congruus  est.  Sin  vero  duo  illorum  numerorum  inter  se 
congrui  essent,  earum  dififerentia  nihilo  congrua  fieret.  Quam  si  litera  d  designa- 
mus,  esset  d-^{£)^0  (mod.^j),  ergo  d^-'Nm.(p{s)  =  d^- n'~^  •  p^~^^0  (mod.  jj^), 
ergo:  d'- •  7i'~'^ ^  0  (mod.  _^j),  id  quod  esse  nequit,  quia  3t  ad  ipsum  2^  primus 
atque  d  <p  est. 

lam  accepto  numero  k  eiusmodi,  ut  sit 

statuamus  cunctos  numeros  complexos  formae  c  +  Cjf  +  •■•  +  C;_if'~\  in  quibus 
coefficientes  isti  c  valores  0,  1,  2,  ...A;  induunt.   Horum  multitudo  erit(Ä;  +  l)^>j;, 

inter  quos  igitur  eerte  duo  inter   se   congrui  erunt   secundum  modulum  -y-^- 

Quorum  altero  ab  altero  siibtracto  obtiuemus  numerum  complexum  fiß),  cuius 
coefficientes  omnes  inter  —  k  et  +  A;  sunt,  et  cuius  norma  numerum  p  con- 
tinet,  cum  ipse  nihilo  congruus  sit  modulo  -jr-  Quare  sit  Nm  f{i)=^np. 
lam  si  litera  M^  maximum  valorem  expressionis 

Nm  {x  -\-  x^E  ■\-  ■  ■  •  -\-  x,^_^b''~  ) 

designamus,  ea  condicione  ut  quantitates  x  cunctae  inter  —  1  et  +1  sinty 
obtiuemus : 

^  =  Nm^[^,    ideoque     ^  <  1/, 

sive 

np  ^  M,li-  S  M.^p, 
unde  denique 

n<M,. 

Hinc  habemus  hoc  theorema  magni  momenti: 
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Dato  aliquo  numero  j;,  qui  condicionem  implet  j/' ^  1  (raoä.v), 
semper  invenire  licet  numerum  n  non  maiorem  finita  quadam 
quantitate  ab  ipso  p  independente  eumque  talem,  ut  productum 
np  in  k  factores  complexos  coniunctos  dissolvi  possit. 

Quod  tbeorema  respondet  illi  in  theoria  formarum  quadraticarum  theoremati 
fundamentali,  secundum  quod  numerus  formarum  reductarum  finitus  est. 
Etiam  adnotandum,  illam  rationem  agendi  adhiberi  non  posse  ad  eos  numeros 
primos  j3,  qui  divisores  sunt  numerorum  Nm(£  — f,.),  quariim  igitur  multitudo 
finita  est.  —  Deinde  ope  buius  theorematis,  quantitate  31  determinata,  nu- 
merus quam  minimus  inveniri  potest  numerorum  n,  quibus  opus  est,  ut  pro 
quolibet  numero  primo  p,  proprietate  supra  dicta  praedito,  unum  produc- 
torum  nj)  norma  numeri  complexi  sit. 

Ut  pro  certis  quibusdam  numeris  v  pro  quovis  ipsius  v  —  1  divisore  X 
omnes  numeri  primi,  residua  A*""""  potestatum  ipsius  v,  in  2  factores  com- 
plexos dissolvi  possint*),  tantummodo  necesse  est,  numeros  primos,  qui  sint 
residua  X^'"'  potestatis  modulo  v  quantitatibus  illis  31)  non  maiores,  in  X 
factores  complexos  coniunctos  discerpi  posse**).  —  Sit  enim  X  divisor  ipsius 
V  —  1,  designetur  deinde  siguo  d  quilibet  ipsius  X  divisor  excepto  ipso  X;  pro- 
bandum  est,  quem  vis  numerum  primum,  residuum  A'""  potestatis,  in  X  factores 
complexos  dissolvi  posse,  simodo  boc  pro  numeris  primis  jj  ipso  31^  non  ma- 
ioribus  eveniat  praetereaque  omnes  numeri  primi,  residua  (P""'^  potestatum, 
in  d  factores  complexos  discerpi  possint.  Cum  enim  np  tanquam  norma  reprae- 
sentari  liceat,  eumque  factores  ipsius  n  primi  aut  residua  (Z'""™  potestatum  aut 
residua  A'**  potestatis  üque  ^  »  ^  üf^  sint  ideoque  in  factores  complexos  discerpi 
possint,  respectu  babito  tbeorematis  §  3,  2  sententiam  illam  probari  elucet. 
lam  primum  pro  ipso  X  factores  ipsius  v  —  1  primos  accipientes,  illa  quae  ad 
divisores  numeri  X  spectat  condicione  sublata,  ea  tantum  restat,  ut  numeri 
primi,  residua  A'"^  potestatis  quantitate  M^  non  maiores,  in  X  factores  complexos 
discerpi   possint.     Deinde   transeundo   ad  eos  ipsius  X  divisores,   qui   duabus 


*)  Adnotamus  illud  etiam  ita  exhiberi  posse,  ut  pro  bis  numeris  v  omues  numeros 
primos  formarum  hv  -\- g^  in  X  factores  complexos  coniimctos  dissolvi  posse  dicamus.  Id 
quod  illi  seutentiae  aequivalere  e  facili  consideratioue  elucet. 

*■•■)  Addendum  est  praeterea  eos  numeros  primos,  qui  numeros  Nm  (a  —  e^)  metiantur, 
pro  se  quosque  disquirendos  esse. 
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tantum  mimeris  primis  constant,  similem  condicionem  adiiciendam  tautum 
esse  patet;  eaque  ipsa  ratione  ad  divisores  ipsius  v  —  1,  e  pluribiis  factoribus 
primis  compositos,  progredientes  denique  illam  condicionem  supra  indicatam 
obtineri  liquet. 

Ita,  ut  uuum  tantum  exemplum  afferamus,  posito  i»  =  5,  pro"  ipso 
numero  v  — 1  =  4  simplicissimis  iam  adiumentis  31^  =  49  invenitur.  lam  vero 
tres  numeri  primi  formae  5n  +  1  ipso  31^  minores,  scilicet  11,  31,  41,  in 
quatuor  factores  complexos  coniunetos,  e  radicibus  unitatis  quintis  compositos, 
discerpi  possunt*).  Deinde  pro  divisore  X==2  omnes  numeri  primi,  residua 
ipsius  5  quadratica,  in  duos  factores  complexos  (a  +  «j«)  •  («  +  «ifj)  dissolvi 
possunt.  Id  quod  vel  illa  ipsa  ratione  erui  vel  e  theoria  formarum  secundi 
gradus  probari  potest.     Est  enim 

(a  +  a^e)-(a  +  «ifj  =  (a  +  «i"  +  f'i"'"^)  •  {(^  +  "i"'^  +  ^i^~^)  =  «^  —  (^^h  ~~  ^i  ■ 

Hinc  igitur  quemvis  numerum  primum  formae  bn  -{- 1  in  quatuor,  quemvis 
numerum  primum  formae  5n  —  1  in  duos  factores  complexos  coniunetos,  e 
radicibus  unitatis  quintis  compositos,  discerpi  posse  coUigimus. 


Iam  transeuntes  ad  uumeros  v  compositos  adnotamus,  nos  plerumque, 
ut  iteratione  supersedere  possimus,  ad  methodos  pro  numeris  primis  exhibitas 
lectorem  delegaturos  esse,  quippe  quae  in  bis  quae  sequantur  paucis  exceptis 
prorsus  adhiberi  possint. 

Ponatur  numerus  compositus 


h'' 


c 


designantibus   a,  b,  c, . . .  numeros  primos   inter   se   diversos,   sitque   o   radix 
primitiva  aequationis  x^==l;  hanc  ipsam  radicem  esse  aequationis: 

(a;"— l)-(a;''— l)-(a;'  —  1)  ■  •  • 


*)  V.  Cli.  Kummer  disput.  pag.  21. 
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notis  methodis  probatur,  quae  quiclem  aequatio  (p{vY  gradus*)  omnes  ■^'^^ 
radices  unitatis  primitivas  amplectitur.  Haue  vero  aequationem  reduci  non 
posse,  sive  radices  qiiasdam  a  aequatione  iuferioris  gradus  atque  coefficientium 
integrorum  contineri  non  posse,  hie  probare  omittimus**),  cum  limites  huius 
libelli  demonstrationem  hie  tradere  non  patiantur.  Ex  ea  vero  aequationis 
illius  proprietate  seqiiitur,  nt  quaeeunque  functio  ipsius  o  integra  pro  quibus- 
dam  ipsius  ca  valoribus  evaneseat,  eadem  pro  omnibus  quoque  reliquis  valori- 
bus  nibilo  aequalis  fiat.  Quod  nisi  fieret,  factor  communis  maximus  istius 
functionis  et  functionis  f{x),  cum  et  idem  fimctio  sit  integra,  tamen  illas 
certas  tan  tum  radices  cd  haberet  atque  factor  functionis  f(x)  foret,  id  quod 
fieri  nequit.  —  lam  designentur  radices  primitivae  numerorum  a",  ¥,  ...  resp. 
literis  g,  h,  . . . ,  deinde  ponatur 

-7;  =  «'    77=^'    •••5 
tum  forma 

a'f  +  h'h"  -\ 

systema  numerorum  ad  numerum  v  primorum  atque  inter  se  incongruorum  con- 
tineri eonstat,  si  numeris  m,  n, . . .  sensim  sensimque  resp.  valores  1,2,...  a"~^  (a  —  1) ; 
1,2,...  &'""'  (h  —  l);  ■■•     tribuuntur. 

Nunc  sit  X  divisor  aliquis  ipsius  «""'(a  —  1)  talis,  ut  multiplum  sit 
ipsius  ft""^,  A'  divisor  ipsius  l/~^  (h  —  1),  multiplum  ipsius  lf~^,  etc.,  ita  ut 
habeamus 

A/t  =  «""'(a  —  1),     A'ft' =  &'*~*(^ — 1),    •••, 
et  ponatur 

'»■..-'2'  "g'--»''"^'*"'"'"^- 


*)  (p{v)  numerus  ille  est  numerorum  ad  ipsum  v  primorum  eoque  minorum. 
**)  Demonstrationem  illam,  de  qua  sermo  est,  proximo  tempore  in  publicum  edi- 
turus  sum*). 

')  L.  Kronecker,   Memoire   aur  les  factenrs  irreductibles  de  l'expression   as"  —  1.      Liouville 
Jonrnal  ser.  I  tome  19  pag.  177 — 192.   No.  3  des  I.  Bandes  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken. 
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quäe  expressiones  partes  periodorum  in  numeris  primis  v  agunt.  —  Numerus 
terminorum  expressionis  talis  erit:  fi-f.t'-fi""-,  numerus  periodorum  e  inter  se 
diversarum:  X-X'-X"—,  cum  quantitates  k,  Je',  ...  resp.  valores  0,  1,  2,  ...  A  —  1; 
0,  1,  2,  ...  r  —  1 ;     etc.  induere  possiut. 

Productum  11  (x  —  e),  ubi  sigiium  IT  in  omnes  ipsius  f  valores  extendi 
de])et,  functionem  radicum  cj  symmetricam  ideoque  integris  potestatum  x  coeffi- 
cientibus  gaudere  apparet.  —  Per  aequationem 

n{x  —  e)  =  0, 

quippe  quae  sit  gradus  X-X'-X"--- ,  quaevis  ipsius  «  potestas  ^X-X'-X"--  potesta- 
tibus  inferioribus  exprimi  potest. 

Duae  periodi  e  diversorum  iudicum  aequales  esse  non  possunt. 

Primum  enim  ex  aequatione  t^^^^  =  i^  ^,  ^.,  seqvieretur  aequatio  eius- 
uiodi  s  =«..-..,     *)  designantibus  m,  n,...  numeros  quoscunque  integros. 

lam  ponendo  m  =  lf~^  (h  —  1),  n  =  /~'  (c  —  1),  etc.  obtinemus  £o.o,o,...  =  fi-,o,o,.. 
sive  respeeta  illa  altera  ipsorum  a  definitione  atque  sublatis  factoribus  utrius- 
que  partis  communibus: 

cumque  cf'  sit  radix  aequationis  x""  =  1  primitiva,  pro  iis  unitatis  radieibus. 
quae  ad  numerorum  primorum  potestates  pertinent,  illud  theorema  demon- 
strare  sufficit.  Quem  ad  finem  designamus  brevitatis  causa  signo  a^.  expressio- 
nem  Zof'""'  et  ipsam  radicem  unitatis  o""""  primitivam  litera  ro,  ponatur 
denique  «"~'(a  —  1)  =  a,  ita  ut  habeamus 

lam  colliguntur  ex  aequatione     e^  =  a^     haece : 

unde  igitur: 

I.  £  +  pf j  4-  p^,  -\ \-  Q-~^e^_^  =  «i  +  Qh+i  +  Q'h+-i  H f-  Q'~^h+i-i ' 

ubi  Q  radix  quaecunque  sit  aequationis    a;"==l.     Posito: 


*)  Nempe  mutando  ipsiim  co,  id  quod  secundum  supra  dicta  facere  licet. 
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<a  +  ga"  +  p^«"  +  •  •  •  +  9"     w''       =(9,0) 

obtinemus  secimdum  (I)  pro  quovis  ipsius  q  valore,  qui  radix  est  aequationis 
x'  =  l: 

(p,  ra)  =  (9,  w'  )  =  (q,  a)  ■  Q~\ 
unde 

(p,«).(l-p-*)  =  0, 

id  quod  certe  fieri  non  posse  pro  radicibus  q  aequationis  x''  =  1  primitivis  iam 
probenms.  Pro  his  enim  (1  —  9"*)  evanescere  nequit,  quia  Ic  <  X  est.  Deinde 
(9,0)  non  evanescit,  quod  demonstrari  potest*)  productum  (9,o)-(9~\w)  =  +  f*" 
evadere  nisi  p""" '''■"^'=  1;  cumque  X  niultiplum  ipsius  a"~^  atque  q  radicem 
aequationis  oc^^l  primitivam  supposuerünus,  radicem  q  aequationi  q«"~^(«-i)  =  1 
sufficere  non  posse  ideoque  quantitatem  (q,  oj)  non  evanescere  facile  per- 
spicitur. 

Posito  A,  Äi,  . . .  numeros  reales  integros  esse,  expressio  formae: 

numerus  complexus  dicetur. 

Ex  aequatione  f{t)  =  0  colligitur  f{£^)  =  0,  quia  f{e)  radicum  co  functio 
est  integra.  —  Deinde  e  relatione  f{e)  =  0  coUigimus  esse  A  =  Äi  =  A2  =  ---  =  0. 
Cum  enim  f{x)  pro  Omnibus  periodis  t  i.  e.  pro  L  valoribus  ipsius  x  (quos 
iuter  se  diversos  esse  supra  probavimus)  evanescat,  tamenque  gradus  tantum 
L  —  1"  sit,  coefficientes  evanescere  necesse  est.  Unde  haec  theoremata  patent: 
Duabus  numeris  complexis  inter  se  aequalibus  et  singuli  numeri  coniuncti  et 
coefficientßs  resp.  aequales  sunt. 

Quaevis  periodus  «i,*',^",...  tanquam  functio  integra  coefficientium  ratio- 
nalium  unius  periodi  repraesentari  potest.  Ad  quod  probandum  primum  nu- 
merus V  potestas  numeri  primi  (v  =  a'')  ponendus  est.  Iam  designante  litera 
0)  radicem  primitivam  aequationis  x""  =  1  ponatur: 


+  40         -| f-  a  ==  «j.  =  f  (oj    )  , 


denique 


*)  Id  quod  fusius  exponere  omittimus. 
**)  Posuimus  L=A-A'-A"---   • 
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l  =  a'~  ■  d       et       d  ■  ^  =  a  —  1 . 
Radix  a  cum  aequationi  sufficiat: 

l+o         -\-  a  + \-  03  =0 

ideoque 

cj+a>^         +C3  -j j-cj  =0, 

habemus  aequationes: 

in  quibus  numerus  r  valores  1,  2,  . . .  a"~^  —  1  induere  potest.  Inter  quas  vero 
quaeque  (t  inter  se  congruunt,  unde  numerus  aequatiouum  inter  se  diversarum 

a— 1 j^ 

est 1-  1,  addita  illa  aequatione  pro  r  =  0  scilicet: 

II  +  £(«"""')  +  ■  •  •  +  eC«'"-""""')  =  0. 
Numerus  expressionum  omnium  «(o')  inter  se  diversarum  est      ~    ,   quarum 
autem j-  1  reliquis  per  illas  aequationes  lineanter  exprimere  licet;  qua 

de  causa  tantum 1  sive  X  —  1  restant.     lam  quamvis   ipsius   ^(0/) 

potestatem  tanquam  functionem  linearem  omnium  expressionum  f(oj')  ideoque 
tanquam  functionem  linearem  aliquarum  (A  — 1)  quantitatum  i{rj'')  repraesentari 
posse  nullo  negotio  perspicitur.  Qua  de  causa  ponamus  potestates  sl,  £l,...e'f^ 
repraesentatas  X  —  1  expressionibus  £(03''),  inter  quas  sint  S/.  et  £{of).  Ex  qui- 
bus X  —  2  aequationibus,  reliquis  X  —  3  quantitatibus  «(oj')  eliminatis,  restabit 
aequatio  huius  formae: 

ubi  certe  non  omnes  coefficieutes  Ä  evanescere  possunt.  Coefficientem  B 
evanescere  non  posse,  solutionem  igitur  non  iilusoriam  esse,  inde  elucet,  quod 
functio  periodi  e^  gradus  (X  —  1)^  integra  evanescere  nequit,  nisi  ipsi  coeffi- 
cieutes nihilo  aequales  sunt.*) 

Quodsi  iam  v  numerum  aliquem  compositum  ponimus,  atque 

Sa  '  =  £,,     2:0)  =£„,..., 


*)  Id  quod  ratioue  supra  (pag.  31)  eshibita  probatur. 
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igitur  secundum  illam  definitionem: 

\i:...'=h-h'---> 

scimus  hoc  productum  exprimi  posse  producto  functionum  rationalium  ipsoruin 
£,  e',  a". ..  .  Restat  igitur,  ut  probemus  quodvis  productum  e'-e"--  reprae- 
sentari  posse  potestatibus 

(£•£'•£"•••),      (s-a'-e"---)' ,      ...     (s-£'-£"---)''~\ 

Cum  vero  quaeque  i"  ipsius  a  potestas  potestate  prima,  secunda,  etc.,  (^  —  1)'* 
exprimi  possit,  ülae  L  —  1  potestates  quantitatis  {a-a'-a"---)  repraesentari 
possunt  variis  productis  a'a''--,  in  quibus  i<X,  i' <).',...,  quorum  igitur 
numerus  est  XX'X"-=L,  vel  excepto  producto  £"•£'"•••  =  1  restant  L  —  1 
producta,  quibus  potestates  {a-a'---f,  (a-£'---f,  ...  expressae  sunt.  Ex  quibus 
aequationibus  i  —  2  si  omnia  eliminamus  producta  exceptis  ea'e"--  et  certo 
quodam  a'-a"---,  quorum  igitur  multitudo  L  —  3,  obtinemus  aequatiouem 
formae : 

Ä  +  A^ia-a'-)  +  Ä.^{a.a'. ■■)'+■■■  +  A^^  (a-a'-)"-'  =  B.(a'-a"'-)  , 

in  qua  certe  non  omnes  coefficientes  Ä  evanescere  possunt.  Ideoque  coeffi- 
cientem  B  non  evanescere  inde  patet,  quod  functio  periodi  a  gradus  [L  —  1)" 
evanescere  nequit,  nisi  omnes  eius  coefficientes  evanescunt  (v.  supra  pag.  31). 
Ex  quibus  dictis  satis  elucet,  quodque  numerorum  complexorum  pro- 
ductum rursus  in  formam: 

A-\-A,a-\-A,a''-+---  +  A^_^a'-' 

redigi  posse  ideoque  et  ipsum  numerum  complexum  esse. 

Productum  numeroriun  coniunctorum  omnium  norma  appellatur  et 
sicut  supra  signo  Nm  f(a)  denotatur. 

lam  eadem  ratione,  qua  Cl.  Kummer  in  numeris  primis  v  demonstravit, 
congruentiam  i"  gradus  Nm  {x  —  e)  ^  0  (mod.  p)  habere  A  radices,  et  numero 
primo  p  sufficiente  condicioni  ^"  ^  1  (mod.  v),  et  casu  p  =  v  (v.  §  2) ,  id  quod 
huic  rei  respondet,  posito  v  numerum  esse  compositum,  probari  potest;  scili- 
cet  congruentiam  gradus  XX' ■)."■•■  hanc: 

Nm  {x  —  f)  ^  0       (mod.  p) 

L.  Kronecker's  Werke  I.  ^ 
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habere  totidem  radices  reales,  si  j)  supponitur  numerus  talis,  ut  sit 

p''  ^  1       (mod.  a") ,        p''  ^1       (mod.  h^) ,  .  .  ., 

vel  etiam  pro  aliquo  ipsius  v  factore  primo  e.  g.    p  =  a,  dummodo 

a''  ^  1       (mod.  h'),         a''   ^  1       (mod.  c'') ,  ■  ■  ■ 
Sit*). 

Pro  talibus  numeris  primis  p,  quales  tantum  congruentiis  sufficiunt 

/■^=\       (mod.  a"),        /'■''' =1       (mod.  60,   ••., 

ubi  d,  d'  ...  divisores  numerorum  «—1,  h  —  1,  ...,  numeri  autem  k,  ¥,  ... 
vel  omnes  vel  partim  >  0  sunt,  erit  Nm  {x  —  t)  ^0  (mod.  p)  designante  s 
periodum  compositam  e  radicibus  primitivis  aequationis 

atque   habebuntur   -r— ^^ —  istius  congruentiae  radices  x. 

Quibus  iam  praeparatis,  theoremata  iis,  quae  in  paragraphis  2—6  pro 
numeris  primis  v  tradita  sunt,  respondentia  nuUo  fere  negotio  pro  numeris 
compositis  v  probari  possunt. 


*)    Id    quod  etiam   e   theoremate    quodam    generali    a    Clo.   ScJweneniann   tradito 
colligi  potest  {Crelle's  Journal  Bd.  19,  S.  293). 


PARS  ALTEM. 


Posito  literas  v,  ft,  A,  o,  f  eandem  habere  vim  quam  in  §  1  etiamque 
acceptis  numeris  complexis  formae  illius: 

ae  +  ajf,  -) (-  a^_^e._^  =  f(s) 

numerum  talem  complexum ,  cuius  norma  sit  +  1  >  unitatem  complexam 
vocamus. 

Disquisitio  igitur  unitatum  complexarum  eadem  est,  quae  disquisitio 
formarum  quarundam  altiorum  gradiium  jF  =  1 .     Normam  euim  numeri 

ns  +  «i«i  H l-«;._i£;._, 

formam  esse  A"  gradus  atque  A  indeterminatarum  a,  a^,  ...  fl;_j  et  quidem 
determinantis,  ut  ita  dicam,  numeri  primi  v  sponte  patet*).  Quas  aequationes 
F  =  1  fere  partes  aequationis  Pellianae  agere  imprimis  ex  eo  elucet,  quod 
casu     ;.  =  2     atque     -j'  =  1     (mod.  4)     fit 

unde 

Nm  f{s)  =  i  { (fl  +  aj  —v{a  —  a^f  ] . 

Nunc  primum  adnotamus  ipsas  unitatis  radices  a  unitates  simplices  appellari 
atque  quamlibet  unitatem  complexam,  unitate  simplici  multiplicatam,  realem 
reddi  posse  demonstrabimus,  in  qua  demonstratione  Cli.  Kummer  vestigia  fere 
omnino  sequemur**). 

Cum  omnis  periodorum  functio  etiam  tanquam  ipsarum  radicum  functio 
considerari  possit,  ponimus  f{i)  =  q){a),  sitque  Nm/'(e)  =  l,  ergo  etiam 
Nm  qp(cj)  =  1.     Sit  porro 


*)  Cf.  Eisenstein  ,,de  formis  cubicis  etc."  (Grelles  Journal,  Bd.  28  [S.  289-374]). 
**)  Disputatio  Cli.  Kummer  §  4. 
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(p(co      ) 


quem  numerum  integrum  esse  apertum  est,  scilicet 

lam  posito 

additis  aequationibus : 

t(co)  ■  i^{a-')  =  1 ,     i>{a)  •  ^(O  =  1 ,     ...     rp(ca'~')  •  ^(ö"""")  =  1 

obtinemus : 

V(c' +€;+■■■  +  C.L,)  _  (C  +  C,  +  ■■•  +  C„_J'  =  V  -  1*), 

unde 

c  +  Ci  +  •  •  •  +  c,_i  ^  +  1        (mod.  v) , 

quocirca  haec  coefficientium  summa  etiam  aequalis  +  1  accipi  potest.  Itaque 
habemus : 

c'  +  c'-l l-c'_,  =  1, 

unde  sequitur,  ut  esse  debeat  c,  =  +  1,  omnes  reliqui  vero  numeri  c  nihilo 
aequales.     Invenimus  igitur 

^(ö)  =  — ^  =±ö 

(jp(a)    ') 

esse,  unde  (cum  Signum  +  valere  ex  congruentia  g}{co)^a''q){(a~'^)  (mod.  (1  — q)\ 
colligere  possimus): 

93(0)  =  03'(p(c3~  ), 

atque  posito  — n^2m     (mod.  i')  denique: 

CO    g){(o)  =  a      q}{co     ). 

Ex  qua  aequatione  apparet,  quamlibet  unitatem  95(0»),  multiplicando  per 
unitatem  quandam  simplicem,  talem  fieri  posse,  ut  mutato  o  in  co~^  immu- 
tata  maneat,  i.  e.  ut  functio  ipsorum  a  +  w"',  gj"  +  g)~^,  .  .  . ,  ergo  realis 
evadat.  Igitur  si  ad  unitates  formae  /"(e)  revertimur,  unitates  complexae 
tanquam  functiones  periodorum  paris  terminorum  numeri  accipi  possunt. 

lam  ostendemus  pro  quibusvis  numeris  v  et'X  unitates  existere  infinite 
multas  easque  inter  se  diversas.     Posito  enim: 


*)  Cf.  id  quod  pag.  13  exposuimus. 
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normam  huius  expressionis  unitati  aequalem  facile  patet,  cum  norma  et  nume- 
ratoris  et  clenominatoris  sit  v''.  Deinde  illam  expressionem  numerum  com- 
plexum  integrum  esse  patet,  cum  pro  se  quisque  factor  numeratoris  (1  —  o)"*^"^^) 

factore  quodam  denominatoris  (1  —  o/  )  dividi  possit,  quia  — -^-tj —  =  — ^ 

posito  ca^  =  X.  Denique  illa  expressio  functio  periodorum  e  est,  quia  mutata 
radice  m  in  co'^  immutata  manet.  Hinc  igitur  patet  ip{i)  unitatem  esse  inte- 
gram  complexam.  —  Etiamque  producta: 

designantibus  n^,  n^,  . . .  «^-i  quoscunque  numeros  integros,  unitates  integras 
complexas  esse  apparet,  quas  quidem  omnes  inter  se  diversas  infra  probabimus. 
Adnotamus  quamvis  quantitatem  ^|>{s^')  positivam  realem  esse.     Etenim 
cum  numerus  jt  par  suppositus  sit,  cuique  factori 

nXik^l  _  nX+k+l 

1  —  03^  factor    1  —  CO  ' 

respondet,     Quibus  multiplicatis  obtinemus 

2  —  2  cos  V  =  4  sin-  ^  v  , 


ubi 


2  ni+k+l 


Unde  iam  et  numeratorem  et  denominatorem  ipsius  ^'(f^)  positivum  esse  elucet, 

§  9- 

Sit  unitas  illa  ip{e)  =  et  -^  c^s^ -j- h  <^^_ie^_ij   quam   positivam  realem 

esse  modo  demonstravimus,  atque  ponatur: 

CS       +c,fjH ho._if;.-i  =  ''i' 

(I.)  ":       +^^^2-^ ^^-i-i^        =''2' 

cf;._i  +  Ci«    -\ h  c._, fi_2  =  r^. 

Deinde    sit   data   aliqua    unitas     as  +  a  e  +  ••  +  «._jfi_i     atque    designentur 


,."1-1 


..">.-! 


,«;.-:. 
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similiter  valores  absolut!  factorum  coniunctorum  resp.  literis  /i,  fi,  ...  fi. 
lam  ponantur: 

(n.)  /"s    =C  -C 

Quod  systema  X  —  1  aequationum  atque  X  —  1  indeterminatarum  n  est,  nam 
aequationibus  omnibus  multiplicatis  per  condicionem 

fi-fi- ■■(?.=  '•,  •  '•.  •  •  •  »-^  =  1 
aequationem  identicam  1  =  1  obtinemus,  unde  sequitur,  ut  quaevis  istarum 
aequationum  e    A  —  1  reliquis  deduci  possit.     Quodsi  in  systemate  (II)  loga- 
rithmos  pro  numeris  adhibemus  atque  signis 

log  fk  =  (pk,      log  n-  =  9* 
valores  logarithmorum  naturalium  denotamus,  obtinetur: 

(Pi  ==  «i9i  +  W2P2  H \-  "^_iP;._i  y 

(III.)  ^i  =  "1P2  +  «2(>3  H \-  «;._iP;.  > 

^'a  =  »i9;.  +  »*2Pi  H H  ";._iP;._2  • 

Quibus  aequationibus  deinceps  per  1.  «,  «\  ...  a'~^  multiplicatis  (ubi  «  radix 
aliqua  unitatis  2**  est)  iisque  additis  eadem  qua  in  §  1  usi  sumus  ratione 
obtinemus : 

(IV.)    9D1  +  9-2 «  -I \-9x  f^'"'  =  ("1  +  "2 «"'  H h  «^_i ß~^''~^')  •  (Pi  +  Ps «  H h  P;. «^'~' )  • 

lam  positis: 

Pl  +  P2  «  +  Ps  «'''  H +  P;  «'■"'  =  P  («) 

erit 

9)(ß)  =  p(a)  ■  («j  -)-  «^,  ß~'  -|-  . . .  -[-  n~_^a~''  ~"') , 


DE  UNITATIBUS  COMPLEXIS. 


39 


qp(g)  ■  Q(a')  ■  Q(a')  ■  ■  ■  gja^    M  „     _j_  „  „-1  _l  .  _  .  _L  .,         „—(''— 2) 


quae   aequatio  systematis  (III)   solutionem  repraesentat.     Etenim  posito  bre- 
vitatis  causa: 

atque  designante  a  radicem  unitatis  A*^"  primitivam,  aequatio  (V)  locum  tenet 
aequationum : 

Unde  (sicut  pag.  13)  colligimus  esse: 

ßV(«)  +  a''ii>{a)  -\ h  «'"^^^^^t^a^"')  =  kn^_^^  —  («^  +  «^ H \-  n^_^ 

pro  valoribus   Ä;  =  0,  1,  ...  A  —  2   et 

«^-^,^.(a)  +  a'''-''n,{a')  +  .■•  +  «<^-''V(«'-')  =  -  («^  +  „^  +  . . .  +  „,_J, 

ergo  denique: 

(VI.)       Kn^^^  =  («* -  «-') TA(«)  +  («^* -  «->(«')  +  •  •  ■  +  («<'-^'*-  «)  ^(«'-^) , 

qua  aequatione  re  vera  quodvis  n  quantitatibus  ^  et  qp  expressuni  est. 

Sed  etiam  determinantem  systematis  (III)  non  evanescere  demonstran- 
dum est.  Qui  determinans  denominator  sinistrae  partis  aequationis  (V)  sci- 
licet  productum 

9(«)  •  Q(a)  ■  ■  ■  q{u~^) 
est,   designante  «  radicem  primitivam.     Ergo   probanduni  est,    uullum    istius 
producti  factorem  evanescere,  seu  quantitatem 

i  =  0 

pro  quavis  unitatis  radice  A'*  unitate  excepta  a  nihilo  diversam  esse.  —  lam 
Substitute  ipsius  q       valore  scilicet: 

(l  -  a>^+'Hl  -  a>^^  +  ^  +  ^-)  ■  ■  ■  (l  -  a,.^+'  +  '-"-^^^-) 
P,+l  lOg»,.^^  ^°^(i^a>^      )■(!-. ^*+^      )...(!  _„^*+"'-^'^      )' 

sive: 

1  /1  'Z'  +  K      ,      1  /1  y*+l  +  \      ■  11/1  A  +  l  +  C"-!)-!, 

Pt  +  1  =  log  (1  —  «•         )  +  log  (1  —  GJ^  )-{ h  log  (1  —  «^  ) 

1         /1  Ä  1         /1  /  +  \  1         /1  ,*+C"-l)'«s 

—  log  (1  —  ö-  )       —  log  (1  —  m'      )       log  (1  —co'  ), 
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Q{a)  sive  Sq      a''  abit  in: 

^{l0g(l  —  G3^         )  +  l0g(l  —  m'  )H |-l0g(l—  «^  )}« 


-^  { log  (1  -  y)       +  log  (1  -  0,^+')        +  . . .  +  log  (1  -  0,^+"'    "  )  )  «* 
u 

sive 

2^    «'■  •  log  (1  -  0,^'-'')  -   2"    «'  •  ^'S  (1  -  «^■), 

i  =  U  k  —  0 

ratione  scilicet  habita  aequationis  a'''^''-  =  a*. 
lam  cum  sit: 

—  log  (1  —  ü' )  =  —  +  ^-  +  -^  H , 

fit: 

f'}~l  k  =  ti!.  —  l  j 

in  qua  summatione  w  omnes  numeros  integros  positives  ad  numerum  v  primos 
designat.     Nam  pro  valoribus     n  =  rv     fit     o"'  =1     et 

'S^^-|(l  +  «  +  «^  +  ---  +  «"-^)  =  0. 

0 

Quodsi  Cli.  Jacobi  signis  utimur,  expressio 

n  U  n 

ubi  ^  ^_2 

(a,  a)  =  ö  +  ""^^  4"  «"^  C'"  +  "  ■  ■  +  <^'^~    <^''        j 
et  adhibita  relatione  («,  o")  =  k~     "(«,  q)  obtinemus: 

-2^«*.log(l  — «'  )  =  («,  »)-2^~^~' 
et  mutato  o  in  oj^: 

—  Ind.  n 

2«'  ■  log  (1  -  «'^•'■^) = -  («, «')  •2'  V- 

id  est 

—  Ind.«. 

2«^  •  log  (1  -.''^)=-  «-  («,  «)  .2  "-^^  • 
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Ergo  habemus  deuique: 


p(ß)  =  (1 — a   ^)-(«,  «)•  ^  "- 


lam  neque  factor  («,  ra)  neque  {1  —  a  ')  evauescere  potest.    Prior  enim 
sententia  ex  aequatione 

(«,  a)  ■  («-1,  cj)  =  +  ^! 

secunda   ex   eo,    quod   a   ab    unitate    diversum    positum    est,    elucet.      Restat 

igitur,  ut  factorem    > uon  evanescere  probetur.    Tum  etiam    y]- 

evanescere  deberefc,  id  quod  pro  nullo  «,  quod  sifc  radix  aequationis  «'~^  =  1, 
ideoque  etiam  pro  nuUa  radice  unitatis  A*"  «  fieri  posse  Cl.  Lejeune-DiricMef 
in  illustri  illa  commentatione  „de  progressione  arithmetica  infinita"^)  etc. 
(§  4  et  5)  singularibus  illis  methodis  demonstravit. 


§  10. 
Si  in  valoril)us  quantitatum  v ,  aequatione  IV  §  9  determinatis,  numeros 
integros  quam  maximos  seceruimus,  ita  ut  sint 

"i  =  -El  +  d, ,    «2  =  Ji^  +  öä ,  . . . , 

quantitatibus  d  inter  0  et  1  acceptis,  aequationes.il  §  9  mutantur  in: 

^   '  '1         :      '2         '/— 1      'i     '2        ';.— 1 


Ex  quibus  aequationibus,  cum  et  f^  et    j-f'  •  r^"  •  •    ''■^''-  ^ 
plexae  sint,  alter  quoque  dextrae  partis  factor: 


''1     ^\ 


unitas  integra  complexa  sit  oportet.     Ponatur  igitur: 


')  G.  Lejeune-Dirichlet,  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte  arithmetische  Progression, 
deren  erstes  Glied  und  Differenz  ganze  Zahlen  ohne  gemeinschaftlichen  Factor  sind,  unendlich  viele 
Primzahlen  enthält.  Abh.  d.  Preuss.  Akad.  d.  Wissensch.  v.  J.  1837.  S.  45  —  81.  Lejeune-Dirichlet' s 
Werke.   Bd.  I  S.  313—342.  H. 

L    Kronecker'a  "Werke  I  6 
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(IL)  ,;'.,-...r7-i  =  j;  =  ^^^      ^A^e.^  +  .--  +  A,^_^e, 


1  '2       ';.-! 

<5,       t!,  ci;_ 

eil     (!,  (ii_ 


designantibus  Ä,  Ä^,  . . .  numeros  integros.  Quo  facto  secuudum  aequationes 
illas  (VII)  §  1  has  quae  sequuntur  aequationes  tanquam  istius  systematis 
aequationum    (II)    Solutionen]  nancisciniur: 

-vA       =F^(^v-s)       +F^{^-a^)  +  .--  +  FJß-B,_,), 

(III.)  -v-A      =-P^:(.«-g      +-F,(F-f,)  +  -    •  +  JP,(ft-£), 

-  V  ■  A._^  =  i^^C«  -  e,_^)  +  F^{^-e)   ^...  +  F,{fi-  e,_,) . 

Periodos  £  minores  esse  numero  jj,  quo  uumerum  terminorum  periodi  designa- 
vinius,  facile  perspicitur.   Nam  quaevis  periodus  e  (posito  Y(:t  =  iii)  formae  est: 

sive  igitur  formae 

^  •  i  COS  — ' f-  COS  — ^- ^-  •  •  ■  +  COS > 

quod  aggregatum  cosinuum  ipsorum  numero  ift  minus  esse  in  promptu  est. 
Deinde  absolutos  ipsorum  F  valores  limites  quosdam  ?5i>  S2)  •••  supe- 
rare  non  posse  ex  aequationibus  (II)  et  condicionibus,  quibus  ibidem  quanti- 
tates  d  sunt  circumscriptae,  coUigi  potest.  Unde  sequitur,  ut  quantitates 
quoque  — vA,  — vÄ^,  ...  limitibus  quibusdam  contineantur,  scilicet  cum 
quantitates  (j  —  e  sint  positivae: 

gi(f^ ~  h)  +  5.(J^  -  ^.+1)  +  •  •  •  +  %,(ß  -  f,_i)  >  -  ^A, 

- gi(ft -  h)  -  3-2(f*  -  ^*+i) 5/f* -  ^*-i)  <~''A' 

sive 

v{5,(u-f,)  +  ---  +  g,C«-^.-i)}>A.>-v{3^i(f^-^^)  +  ---  +  5;.(f*-^^-0}- 

Cum  vero  A^  numerus  integer  esse  debeat,  multitudinem  tantum  finitam  nume- 
rorum  A,  A^,  . . .  etiamque  igitur  numerum  finitum  unitatum  F,  quae  forma 
in  (II)  accepta  gaudeant,  existere  posse  patet. 
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Quae  cum  conferamus  cum  aequatione  (I),  sequitur,  ut  quaelibet  unitas 
f  potestatibus  integris  unitatum  couiunctarum  r^,  ?■,,  . . .  r^_  et  unitatibus 
quibusdam  numeri  finiti  exprimi  possit;  i.  e.  ut  cunetae  unitates  forma 

„      'S-,      K  J--7    1 

F-r     r    ■  ■  ■  r 
^     '1    '2         ';.— 1 

contineantur,  designautibus  Ä-^,  k,^,  ...  mimeros  integros  et  F  unitatem  quan- 
dam  e  numero  unitatum  finito  electam,  sive  denique  ut  numerus  unitatum 
fundamentalium ,  quarum  potestatibus  integris  omnis  unitas  repraesentari 
queat,  finitus  sit. 

§11. 
lam  accuratius,  quibus  limitibus  numeri  integri  Ä,  Ä^,  .  .  .  sint  circum- 
scripti,  consideraturi  sumus,  quo  labor  inveniendi  unitates  fundamentales  ali- 
quanto   diminuatur.     Ad   quem   finem  disquisitionem   instituamus   de  illa   ex- 
pressione  ipsius  —vA^    (§  10,  III): 

aO  ^:(f*  -  0  +  F,{ii  -  ^,^,)  +  . . .  +  i^ (,«.  _  e,_^) , 

ubi  s.     s.  s 


;.— 1 

— 2    ' 


eamque  consideremus  tanquam  functionem  quantitatum  d.     Quotientes   diffe- 
rentiales  istius  fimctionis  (I)  respectu  quantitatum  d^,  d.,,  . . .  sunt: 

-^1  (f*  —  «i)  ?i      +  F.,  (;t  -  £j+i)  p^  4 h  F,  (ß  —  fj._j)  p; , 

(II.)  ^1  (f*  ~  h^ Pä      -^F„(a-  f j.^ J p3  -I \-F, (,a  —  £,_ J q^  , 

F^  (ß  —  B^)  p;_j  +  ^2  (ft  -  £^.^j)  Q,-\ {-  F,  iß  —  £^_^)  ();_2  > 

in  quibus  formulis  notatione  iam  supra  adhibita,  log  r,.  =  q^,  usi  sumus. 

Quotientes  differentiales   secundi  et  quidem  ii,   quos  expressionum  (II) 
prima  respectu  rf^,  secunda  respectu  dg  etc.  differentiatis  obtinemus,  erunt: 

-^1  (f*  —  « J 9i       +  F.,{(i  —  a^_^J qI  4 \-  F;^{^l-  £j,_i) qI  , 

F,  (ft  —  £,)  qI      +  -f's  (>«  -  f,+i)  p3  H h  -F,  (."  —  «,_i)  Pi ; 

:                    !  :  ' 

F,  (f*  —  «,)  9  Li  +  F,  f  fi  —  «,+i)  qI-] ]rF,(^i  —  s^_;)  q\_^  , 

6* 
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quas  expressiones  pro  quibusvis  qiiantitatum  &  valoribus  positivas  manere 
elucet.  Uncle  facili  cousideratione  colligi  potesfc,  functionem  illam  (I),  dum 
variabiles  &  intervallum  inter  0  et  1  percurrunt,  valorem  haud  maiorem  obti- 
nere  posse  eo,  qui  inter  valores  functionis  extremis  ipsorura  &  valoribus  respon- 
dentes  maximus  sit.  Quare  quaestio  de  valore  ipsius  vA/^  absolute  maximo 
ad  disquisitionem  valorum,  qui  ad  valores  quantitatum  rf  hos:  0  et  1  perti- 
nent,  restringitur.  Valoribus  igitur  quautitatum  r  computatis,  quantitates  F 
combinationibus  quibusvis  valorem  0  et  1  pro  ipsis  ö  (multitudiuis  igitur  2'~ ) 
respondentes  computentur,  ut  valor  earum  maximus  M  inveniatur.  Sit  nume- 
rus  integer  ipso  —  minor  eique  proximvis  =  n ;  lam  imitates  omnes  complesae, 
quarum  coefßcientes  inter  —  «  et  +  n  sunt,  statuendae  atque  inter  eas,  quae 
ad  alias  reduci  possunt,  reiicieudae,  ut  tandem  numerus  unitatum  fundamen- 
talium  quam  minimus  restet. 

Sic  exempli  gratia  posito 

!'  =  7  ,        A  =  3 
atque 

t\  ^^^  cj  -\-  a>~  ,     r.-,  ==  co'  -{-  co~' ,     >'^  =  a    -\-  03~  , 

iste  numerus  n  =  l  sine  magno  labore  invenitur,  ita  ut  valores  coefficientium 
sint  —  1,  0,  +  1.  Numeri  igitur  complexi  24  disquirendi  *) ,  inter  quos  vero 
terni  factores  sunt  eoniuncti.  Inter  octo  illos,  qui  supersunt,  rursus  bini 
numeros  aequales  sed  signo  tantum  oppositos  praebent,  ita  ut  denique  hi 
quatuor  restent : 

f  j  +  £2  =  «  +  fj"    +  f''"  -\-  w~'  =  ^i  ■  ^3  > 

£j   +  f.,  —   f.,  =  W   -j-   03~     -f-   "'   +   "^'^     "   —   ^^   —   '^         =^  ^o  ■  *3  ) 

£j  —  f^  unitas  complexa  non  est. 

Cumque  tres  illas  unitates  unitatibus  ipsis  e  exprimere  liceat,  has  ipsas  tan- 
quam  fundamentales  accipere  possumus,  i.  e.  quarum  potestatibus  integris 
omnes  unitates  complexae  ad  v  =  1,  A  =  3  pertinentes  repraesentari  possint. 
Haud  inutile  videtur  hoc  ipsum  exemplum  paulo  uberius  exponere,  \\i 
id  de  quo  agitur  magis  in  promptu  sit.     Cum  enim  sit: 


*)  Nempe  omissis  bis:   0,  ^1  +  ^2"^"  ^3' 
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Nm  (p:s  +  2/Ei  +  2^3)  ==  (^^  +  2/  +  •^)^  —  7  (xif  +  ?//  +  zx^  +  xys) , 
Solutionen!  aequationis 

{x  +  y-\-  zf  —  1  {x>f  +  ?//  +  ^a;^  +  xyz)  =  +  l 

numeris  integris  ita  invenimus,  iit  numeri  x,  y,  s  integri  determinentnr  aequa- 
tionibus  *) : 

—  Ix  =  {c3  -\-  a~  )"'(a3  +  co~  j"(2  —  oj  —  co~  )  -}-  («  +  o"')"' («"  +  »~  )"  (2  —  a" —  «~") 

+  ((a"  +  K)~  y"{co  +  ö~  )" (2  —  (a  —  ö~"), 

—  'i'y  =  (o  -j-  a~^)"\a'  -\-  a~')''(2 — m'—  a~')  +  (»^+  «"")"' (ta'' +  ö""^/(2  —  co' —  C3~^) 

+  (co"  +  K)~  )'■' (ö  +  a~  j"  (2  —  cj  ^  £a~') , 

—  7«  =  (a  -}-  »"')"•(«'+  M~^)''(2  — »'—  ö~'j  +  (m'+C3~-)"'(.a+  «"'')''  (2  —  0  —  w"') 

-|- (C3  -|- CJ     )"(»  4" '"'")"  (2  —  «" — '^~')> 

designantibus  m,  n  quoslibet  numeros  integros.     Quod  exemplum  analogiam 
aequationis  Pellianae  prae  se  ferre  apparet. 

§  12. 

Postquam  demonstravimus,  numerum  unitatum  fundamentalium  finitum 
esse,  de  hoc  ipso  numero  disquisitiones  instituamus  ac  primum  quidem  illum 
numerum  ipso    X  —  1    minorem  esse  non  posse  sumus  probaturi. 

Sint  igitur  unitates  fundamentales: 

/;  r,  f",  ■■■, 

quarum  logarithmi  resp.  literis 

9,    (p',    (p'\    ... 
designentur.     Quodsi  literis 

r^,    >2,     ...     r^;        Q^,    Q,,     ...     Q^ 

eandem  quam  in  paragraphis  antecedentibus  tribuimus  vim,  hae  ipsae  unitates 
potestatibus  integris  ipsorum  f  exprimi  possint  oportet.     Quare  sit: 

*)  V.  III.  §  10. 


46  DE  UNITATIBUS  COMPLEXIS. 

»•2     =r'    •/"*'     -f'"'    -,  Pi    =      «295+     ^.9''+     w-{ — , 

Cum  vero  numerus  quantitatum  (p  sit  ^X  —  2 ,  bis  ipsis  eliminatis  certe  una 
restabit  aequatio  formae: 

(I-)  «iPi  +  "2  92H h  »«._j();,_j  =  0, 

in  qua  aequatione  «1 ,  j?2  >  •  •  •  ^^^  omnes  nihilo  aequales  atque  numeri  integri 
esse  deberent,  cum  et  ipsa  a,  h,  c,  ...  numeri  sint  integri.  Id  quod  esse 
non  posse  sequentibus  probatur. 

Ex  aequatione  enim  (I)  colligimus  aequationem  : 


unde  rursus  mutatis  periodis,  quae  expressionibus  r  continentur,   boc  oritur 
aequationum  systema: 

'1     '2         ';.— 1         ^> 


Unde  per  aequationem  (IV)  §  9  obtinemus: 

pro  quoque  ipsius  «  valore.  Cum  autem  factorem  secundum  non  evanescere 
iam  sujira  (§  9)  demonstratum  sit,  factor  prior  pro  quoque  ipsius  «  valore 
unitate  excepta  evanescere  deberet,  id  quod  fieri  nequit,  nisi  «^  =  «^  =•••==  0 . 


§  13. 

Antequam  vero  ad  ulteriorem  disquisitionem  accedamus,  minime  a  re 
abborrere  videtur  notationem  quandam  indicare,  qua  formulae  magnopere 
contrahantur.     Designantibus  enim 
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TT  T  T 

unitates  aliquas  conmnctas,  denotamus  productum 

>-j'  •  r.^^  ■  ■  ■  r_j_j 
ßigno : 

Id  quod  ita  quoque  exliiberi  potest,  ut  dicamus,  posito 

rl'  .  r"^  •  •  •  r".^^  =  /", , 
pro  aequationibus  illis  (IV  §  9) : 

9,  («*)  =  (»,  +  r>.^cr'  +  ■■•  +  «,_,  «-*'^-^')  .  Qia") 

substitui  aequationem: 

„  j.«  „j-...j.„      «''•-2 

'1  '1 

lani  primum  adnotandum  est,  productum   r"'  ■  r"^^  •  •  •  >""^    aequatione 

»■i  •  »"z  •••>■;.=  1 

ad  productum   A  —  1   terminorum  pariterque  numerum  complexum   n(ci)  ope 
aequationis 

1  -f.  ß  -f.  «2  _| ^  «'—1  =  0 

ad  expressionem   X  —  1   terminorum  redigi  posse. 
E  definitione  statim!  sequuntur  aequationes : 


Etiamque  altera  verarum  potestatum  virtute  hoc  nostrum  symbolum  gaudet, 
scilicet: 


Posito  enim 


j-^^Wj-W^^^W-C«). 


r:""=s^    et    [r;"'Y"'''=sr'"'=<i 


habemus  aequationes: 
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quae  posito 

secundum  §  9,  (II),  (HI),  (IV)  eandem  habent  vim  quam  aequatio: 

ii{«~^)  ■  Q{a)  =  ö(«) , 

quae  ij^sa,  ut  supra,  aequationum  X  —  1  locum  tenet.     Eodem  modo  est: 

m{cr'^)  ■  <?(k)  =  t(«)  ,         ergo        n{ar^)  ■  m(a~^)  •  ^(k)  =  t[a) , 

pro  qua  igitur  aequatione,   quod  ad  definitionem  nostram,   substituere  possu- 
mus  hanc:    ^^  =  ^•^^''' •'"'"'     q.  e.  d. 

lam  patet,  posito  X  mimerum  primum  esse,  istos  exponentes  symboli- 
cos  sicuti  numeros  complexos  tractari  posse,  cum  omnes  eorum  reductiones 
60  tantum  nitantur,  ut  sit: 

1  -\-  a  +  a    -\ 1-  f/~^  =  0 , 

id  quod  cum  nostra  definitione  consentit,  scilicet 

l-j-a-l ha"""'  1  0 

r^  ^     ^  =  r^  •  r„  •  •  •  n=  1  =  r^ . 

Deinde  praemittendum  est,  literis  r  illa  jiriore  vi  gaudentibus,  cum 
null  um  factorem  ß(«)  evanescere  demonstratum  sit,  unitates  r"'"'  et  r"^"'  aequales 
esse  non  posse  nisi 

n^  =  m^,    11^^  =  1»,,,    ...    n.^_^  =  mj_^      i.e.  nisi      n(u)  =  m<tt) 

pro  Omnibus  2"°  unitatis  radicibus  excepta  unitate. 

Demonstravimus  in  §  9,  quamvis  unitatem  complexam  forma 


r,   ■  r'  ■  ■    r 


,."^-1 
i.—i 


contineri,  quae  quantitates  n  etiam  loco  citato  determinatae  sunt.  lam  vero 
istas  quantitates  rationales  esse  probabimus.  —  Etenim  initio  §  10,  posita 
unitate  integra  complexa 

/.."i   .."2        "A — 1 
i  =  »i   -r^  ■■•h.-i   ' 

etiam  productum 
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unitatem  integram  esse  ostendimus,  si  quantitates  6  residua  sunt  ipsorum  n 
numero  integro  quam  maximo  subtracto.  Cum  vero  quivis  numerus  irratio- 
nalis,  variis  numeris  integris  multiplicatus,  iunumera  praebeat  residua  unitate 
minora  eaque  inter  se  diversa,  cumque  unitas  f  ad  potestatem  aliquam  in- 
tegram evecta  rursus  unitas  integra  sit,  variis  potestatibus  integris  unitatis 
f  innumeras  uaitates  inter  se  diversas  formae 

'i     '2  ';.— 1 

(ubi  dl,  Ö2,  ...  <  1)  obtineri  posse  elucet.  Illo  autem  §  10  finitum  tantum- 
modo  mimerum  unitatum  complexarum  huius  formae  existere  demonstravimus; 
id  quod  itaque  a  propositione  nostra,  quantitates  n  irrationales  esse,  abhorret. 
Quod  cum  conferamus  cum  forma  §  10  (sub  finem)  omnes  unitates 
formae  esse  patet: 

»•1"   -r,', 
designantibus  »«(«),  ^"(a)  numeros  iutegros  complexos,  fi  numerum  realem,  in 
qua  quidem  numerus  fractionum  diversarum  ^^  finitus  est. 


§  14. 
lam  jjrimum  ad  casum  simpliciorem  accedamus,  in  quo  scilicet  X  nume- 
rus  primus   ponitur.     Quem    quoque   talem    supponimus,   ut   quivis    numerus 
formae  kX-{-  g'^  (designante  d  divisorem  numeri  X  —  1)  in  d  factores  complexos 
dissolvi  queat  (v.  §  6). 

Cum   secundum    supra   dicta   numerus    unitatum    formae    r  "     (quibus 
praeter  ipsas  r  ad  repraesentandas  omnes  opus  sit)  finitus  sit,  hae  ipsae  siut: 

mW  m'{a) 

(I.)  ,—  ,~ 

'  '  '  ,       .  .  .    . 

lam  sit  factor  numerorum  m{a)   et  n  communis  maximus  v(a)*),  ita  ut 

»«(«)  =  a{a)  •  v{u) ,       n  =  c(«)  •  v{a) , 


*)   De   factore    communi   maximo   sermouem   esse   posse,    e   suppositione   illa   de 
natura  ipsius  A  facta  elucet.     (Cf.  adnotatio  ad  §  4.) 

L.  Kronecker'B  Werke  T.  7 
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loco  illius  expouentis  '-^^  scribere  licet  himc:  -—:•  Cumque  a{a)  et  c(k) 
nullum  amplius  factorem  commuuem  habeant,  numerus  inveniri  potest  &(«) 
talis,  ut  sit  (v.  §  4) 

&(«)•«(«)  ^1        finocl.  c{u)'j 
sive 

&(ß)  •  rt(a)  =  1  +  F{u)  ■  c{a)  . 

Cum    vero    r  "      sive    r''-"''     unitas    integra    sit,    eadem    proprietate   unitatem 

r  °'"'  sive  r°'"'  •  r^'"'  ideoque  etiam  unitatem  r"'"'  gaudere  patet.  De  qua 
unitate  cum  illa  unitas  data  deduci  possit,  scilicet  evehendo  eam  ad  pote- 
statem  integram  a{a),  hanc  ipsam  loco  illius  accipere  convenit.  Hinc  elucet, 
pro  illis  imitatibus  (I)  accipi  posse  imitates  huius  formae: 

(II.)  ..'■^)       ^^ 

üt  harum  unitatum  biuae  in  unam   conflentur,   sit  factor  numerorum 
n{cc)    et   n'{a)    communis  masimus    c(a),    ita  ut  sit 

oi{a)  =  c(ß)  •  m{tt) ,       n'  (a)  =  c(ß)  •  ni'(a) . 

lam  cum  numeri  m(a)  et  m'[a)  nullum  amplius  habeant  factorem  communem, 
numerus  inveniri  potest  a{a)  talis,  ut  sit  (v.  §  4) 

a(a)  ■  w(a)  ^  1         (mod.  wi'(ß)) 

sive 

a{a)  ■  «?(«)  -|-  i(ß)  •  wi'(ß)  =  1 . 

Cum  vero  unitates  r"'-"''  et  >-"''"'   integrae  sint,  unitates  quoque  r"'"'    et   r"''"^ 

Ha)  oM  bja)        a{a)_ 

etiamque  r"'"'  •  r"'"'  sive  r"'"'  "'*"'  integras  esse  in  promptu  est.  Est 
vero : 

hja)    ,     a(ß)  ^  _l_  I  b(ß)         «(«)  1 1 

n{a)  ~^  n'{a)         C{a)  \m{a)    '     m\a)  J  £(.«)•  «H«)  •  »«'(«)' 


unde    igitur  unitatem    ^•<:(«)'"('^)  •'"'(«)   integram    esse   liquet.     De   qua  cum    illae 
unitates   r"*"'   et   r"''"'    evehendo  eam  resp.  ad   potestates   integras    ■/«'(«)    et 
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m{a)    deduci   possint,    lianc   ipsam   loco   illarum   accipere   licet.     Qua  ratione 

1 
agendi   iterata   denique   loco  unitatum  (I)  vel  (II)   una    restabit   formae   r"'"', 

qua  praeter  unitates  r  ad  repraesentandas  omnes  unitates  opus  erit.     Quodsi 

1 
r'''"'  =  M  ponimus,  est   r  =  if''*''',   es  qua  aequatione,  ut  ipsae  unitates  r  inte- 
gris  ipsorum  u  potestatibus  exprimi  possint,  sequitur;  ergo  forma: 

<^, 

designantibus  n^,  n^,  ...  ?«;_i  quoscunque  numeros  integros  reales,  omnes 
unitates  integrae  complexae  eaeque  solae  continentur. 

Postquam  hanc  methodum  quasi  geneticam  exposuimus,  aliam  allaturi 
sumus  rationem,  quae  huius  paragraphi  summam  a  posteriori  probet. 

§15. 

Unitas  r  nisi  ipsa  fundamentalis  est,  praeter  eas  unitates,  quae  pote- 
statibus  ipsius   r   integris   complexis   repraesentari   possunt,   numerus  finitus 

mW 

existet  unitatum  formae:  r  "  .  Inter  quas  erit  una  quaedam  (vel  plures),  in 
qua  norma  exponentis  i.  e.  Nm  '-^  reliquis  minor  est.  Qualem  unitatem 
litera  u  designemus.    Quae  unitas  eam  habet  proprietatem,  ut  si  quae  exstct 

unitas  integra  formae:  u  *  ,  norma  exponentis  i.  e.  Nm— -^1  sit  oporteat. 
Etenim  cum 

r  "    =  M 
ideoque 


praetercaque  Nm  —^  ■  -~  ^  Nm  ^^    secundum    suppositionem    de    unitate    ii 
factam  esse  debeat,  illa  condicio    Nm  -~  ^  1    sponte  manat. 

lam   demonstrabimus,  unitatem  u  illa  ratione  electam  fundamentalem 
esse,  sive  nullam  existere  unitatem  integram,  nisi  quae  eius  potestate  integra 

Ha) 

complexa  repraesentari  possit.     Quodsi   enim  unitas   exstet  formae    ti  *     sive 
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formae  «"*"',  iibi  numeros  >u(«)  et  n(a)  omni  factore  communi  carere  sup- 
ponere  licet,  numerus  «(«)  inveniri  potest  talis,  ut  sit  (v.  §  4) 

a{c()-m(a)^  1        (mod.  n(a)\  • 

Cum  vero  unitas  i«"'"'  ideoque  u       "'"'  Integra  sit,  ratione  supra  (§  14)  adhibita 

unitatem  quoqiie  tt"'"'  integram  esse  colligimus.  Ergo  secundum  supra  exhibita 
Nm -T— ^  1  esse  debet  i.  e.  IS^ml^(«)^l.  Cum  vero  Nm«(«)  tanquam  nume- 
rus integer  unitate  minor  esse  nequeat,  tantum  restat,  ut  sit  Nm*i («)  =  !, 
i.  6.  ut  numerus   n((x)    unitas   complexa   sit,     ünde   ut   fractio  ^~    tanquam 

numerus  complexus  integer  scribi  possit  atque  igitur  ut  omnes  unitates  inte- 
grae  potestatibus  ipsius  u  integris  complexis  repraesentari  possint  sequitur. 


§  16. 
Postquam  ostendimus,  existere  unitates  quasdam  fundamentales  numeri 
X  —  1  easque  coniunctas  in  numeris  X  illa  virtute  initio  §  14  memorata  prae- 
ditis,   de  his   ipsis  quaedam  adnotamus.     Designentur  unitates  aliquae  funda- 
mentales ut  supra  literis: 

i{j,        U.2,        ...        i').—  l! 

has  ipsas  tales  esse  ostendimus,  ut  «"^"*  cunctas  repraesentet  unitates, 
posito  n(a)  numerum  aliquem  integrum  complexum.  Quaeque  unitates  ti  ea 
ipsa  proprietate  gaudent,  fundamentales  sunt.  Nunc  designante  A"(«)  uni- 
tatem aliquam  complexam  integram  atque  posito:  ««*'"' =  ?'^,  aperte  est: 

quae  aequatio  ipsam  unitatem  u  potestate  integra  complexa  ipsius  v  reprae- 
sentat,  unde  hanc  ipsam  quoque  unitatem  v  fundamentalem  esse  elucet.  Sive 
posita  aliqua  unitate  fundamentali  u,  omnes  unitates  fundamentales  eaeque 
solae  forma  continentur:  ?/'"';,  designante  lc{a)  unitatem  complexam.  Hinc 
colligimus  existere  tot  unitates  fundamentales  quot  unitates  diversae  ex  nu- 
meris integris  et  radicibus  unitatis  A"'  compositae,  ergo  pro  X  =  2  duae,  pro 
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2  =  3  sex,  pro  X^ö  numerus  infinitus  exstat  unitatum  fundamentalium  con- 
iunctarum. 

Etiamque    unitates    ^  —  1    non    coniunctae    statui    possunt,    quarum 
potestatibus  integris  cunctae  repraesentari  possunt  unitates.     Posito  enim: 

«?•««?•••  "lil'  =  ^  > 

bt  d,  bj 1  -r> 

designantibus   a,   h,  ...   numeros  integros,  obtinebimus  aequationes  A  — 1: 

«1  log  «i  +  «2  log  «2  H h  "z-i  'og  «A-i  =  log  ^ , 

iij  log  Mj  +  &,  lo'i'  ?<„  +  ■  •  ■  +  ^'i  —  i  '°o  ";.— 1  ^^  ''^0  -^t 


ex  quo  systemate  quantitates    logt<i,    log  Mj»  •••    determinari  possunt,   idque 
hae  ratione: 

z?  •  log  ««1  =  m,  ■  log  A  +  »«2  ■  log  -'S  +  •  ■  ■  > 


designante  z/  determinantem  illius  systematis^  m^ ,  m^,  ...  numeros  quosdam 
integros.  Hinc  iam  patet,  si  systema  istud  ea  gaudet  proprietate,  ut  sit 
z/  =  + 1 ,  unitates  ?(  ideoque  omnes  unitates  potestatibus  integris  unitatum 
A,  B,  ...  exprimi  posse.  Unde  etiam  tales  unitates  A,  B,  ...  infinitis 
modis  (dummodo  1  ^  3)  eligi  posse,  plane  in  promptu  est. 

Quae  ut  ad  unum  tantum  exemplum  adhibeamus,  ponamus  uti  in  §  11 


Loco  citato  ostendimus  unitates:  Wi  =  o)  +  co  S  u.2  =  (a^-\-(a  ^  sive  «i^e^,  «2  =  ^2 
fundamentales  esse.     Iam  cum  sint  unitates  pro  A  =  3  sex  scilicet: 

1 ,     a ,     u." ,     —  1 ,     —  a  ,     —  « - , 

habemus  sexies  binas  unitates  coniunctas  fundamentales : 

v\  ergo  «1 ,    f 2 '  "7^  ergo  «i  +  f 2 >     h  +  h> 

tl"       ...       £.,,       £3,  u'"     ...        S^  +  £,,        «3  +  «!, 

«f   ...    «3,    s^,  n~"  ...     £3  +  «!,     fi  +  f,, 
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deinde  positis     ti"'  ■  iC^  =  xl,     w*'  •  u^  =  B,     erit: 

ßj  log  ifi  +  «2  log  «2  =  log  A , 
h^  log  Mj  +  ^2  log  «%  =  log  B , 

ideoque  J  =  «1^2  —  «2^1  =  ih  1  condicio  illa,  ut  luiitates  Ä  et  B  partes  uni- 
tatum  fuudamentalium  agant.  Cui  aequationi  innumeris  modis  satisfieri  potest. 
Exempli  gratia  positis: 

a,  =  3,     a,,  =  2,      &i  =  4,      ^^^  =  3 

habemus  nt  iinitates  fundamentales: 

A  =  «!j  •  «2  =  ÖEj  +  «2  +  ^^3>      -B  =  M*  •  «2  =  —  ('1^1  +  -^2  "f"  '''^s)' 


§  17. 

Nunc  omissa  suppositioue  illa,  qua  statuitur,  omnem  numerum  i^rimum 
formae  hX  +  g''  in  h  factores  complexos  discerpi  posse,  servata  vero  ea,  qua 
2  numerum  esse  primum  continetur,  unitates  investigemus. 

Quodsi  literis 

^\>    ''2>    ■■■    »■/-! 

aliquas  unitates  coniunctas*)  designamus,  quaevis  unitas  integris  istius  uni- 
tatis  datae  j)otestatibus  repraesentari  potest,  adiuncto  numero  finito  certarum 
quarundam  fractarum  ipsorum  r  potestatum.  Quare  sint  cunctae  unitates, 
quibus  praeter  ipsas  r  ad  exprimendas  omnes  unitates  opus  sit: 

(I)  ^'       T 

lam  si  n  =  Jd  et  numerus  k  ad  numerum  /  primus  est,  esistunt  numeri  g 
et  Ji  tales,  ut  sit 

hh  +  gl^l, 
ergo 

—  -4-  ry  —  i  -IZÜ  4.  7,  =  1 . 


*)  Quae  vero  tales  esse  debeut,  ut  expressio  illa  Nm  (p^  -\-  Q„a  +  •••  +  p^«'     ) 
nou  evanescat  (cf.  §  9). 
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«(«) 

quare  loco  iiuitatis  r  "     accipi  possunt  unitates 


cum  illa  unitas   r  "     tanquam  productum 

repraesentari  potest.  Eadem  ratione  probari  potest,  pro  istis  iinitatibus  (I) 
accipi  posse  unitates  huius  forraae: 

(11.)  ,.P"  y'l' 

quorum  exponentium  numeratores  et  denominatores  factores  reales  commuues 
non  habere  supponimus.  Sit  vero  summa  ipsius  p  potestas,  qua  numerus 
Nm  Jc(u)  dividi  possit:  p""^,  ubi  6  divisor  ipsius  X  —  1  est  is,  ad  quem  p  (mod.  X) 
pertinet.  lam  in  §  5  probavimus,  ista  statuta  condicione  eaque  addita,  ut 
productum  xp*)  discerpi  possit  in  rf  factores  complexos  coniunctos^  ita  ut 
^in2){£)=7cp    sit,  aequationem  locum  habere: 

(in.)  TtVcicc)  =  /•(«)  .p(sr  •i>(«.)"''  •  •  ■ . 

ubi  m  +  vii -[-■■•  =  11  esse  debet.  ' lam  numero  Nm  f(a)  nuUum  amplius  facto- 

rem  x>  contineri  patet,  ideoque  exstare  numerum  x  talem,  ut  sit 

X  ■  Nm  f(a)  ^  1         (mod.  jj")  . 
Unde  ciim  unitas  r  ^      integra  sit,  unitatera  quoque  banc: 

pW'"-P(fi)"''--- 
»•  f"  =  ä 

iutegram  esse  coUigimus,  atque  ex  hac  ipsa  illam  unitatem  datam  r''"  deduci 
posse  facile  intelligitur.  Posito  enim  y  numero  tali,  ut  sit  ijii'^l  (mod. ^"}, 
ex  aequatione  (III)  sequitur  congruentia: 


*)  Numerus  %  talis  eligeudus,  ut  sit  ad  jp  primus,  id  quod  tantuni  pro  certis 
numeroram  Nm(£  — fj  factoribus  fieri  nequit  (v.  §  5).  His  numeris  vero  methodus  supra 
eshibita  facili  negotio  adaptatur. 
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sive  aequatio 
uüde 


s         =r ' 


Quod  si  ad  omues  illas  unitates  (II)  adhibemus,  sequitur,  iit  pro  illis  hae 
aceipi  possint  unitates: 

r         ^''  ,     r         "'",...    . 

Qua  in  Serie  unitatum,   si  quae  iisdem  gaudent  denominatoribus,   eas 
hac  ratione  in  unam  conflare  possumus:  Sint  datae: 

y(0"'-p(giA---  pM"-pO/'--- 

sitque  complexus  factorum  jJ  (^)  utrique  numeratori  communium  /"(s) ,  ita  ut 
existant  aequationes: 

Pi^T  ■  Pi^i)'"'  ■■■  =  /"(')  -iH«/,)'  •  iK^,/  ■••  =  /'(«)  •  9'(«)  , 

p  («)"  ■  i'  (f  i)"'  •  •  •  =  /■(«)  •  i5(£i)"'  •  iHEi.)'"'  •  •  •  =  /'(«)  •'/'(«), 

ubi  nulluni  Je  nulli  /<  aequivalere  potest.     Quodsi  numeri  i,  i', . . .  tales  sunt, 

,  ,  ,  7    1 

ut  conmncti  cum  ip.sis  h  et  h  seriem  indicum  1,  2,  ...  —^  expleant,  atque 
ponitur: 

in  numero  Nm  ^i^)  factor  p  inesse  nequit,  id  quod  ratione  supra  (§  4)  ex- 
hibita  probari  potest.  Quare  numerus  exstat  o:,  qui  congruentiae  satisfaciat: 
X  ■  Nm  2(£)  ^1  (mod.  ji")  •     Deinde  cum  unitates : 


r    ''"        et      r    *"         ideoque      »•    *" 
integrae   sint,    ope  illius  congruentiae    a;-Nm;{(6)^l     (mod.  ^/)    etiam    uni- 

tatem  r*"   integram   esse   coUigimus,    ex    qua   quidem    illas   duas    superiores 
deduci  posse  plane  in  promptu  est. 
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lam  si  quae  exstant  unitates  seriei  (IV),  quarum  exponentiiiin  denomi- 
natores  diversae  potestates  eiusdem  numeri  primi  sunt,  eas  qnoqiie  in  unam 
conflari  posse  hoc  modo  probamus.     Sint  datae  unitates  integrae: 

y(0  u/(0 

p"  p' 

'       >        '       > 

ubi    h  <a .     Fractionis    ^    et  numeratore   et  denominatore   numero    {npf~'' 
multiplicatis  obtinemus : 

i/'W      i'C*,)"    iJCfs)"" •••'«'(«)  %{i) 


lam  unitates  r  ^     et   »•  ^     methodo   modo   exhibita  in  unam   possunt  conflari, 

ex  qua  illas   duas   derivare   licet.     Ab   hac  vero   unitate   r''"    illa  data   r'' 
facile  deducitur.     Est  enim 

p"  p* 

unde  si  x  est  numerus  talis,  ut  sit 

x-n-*  =  \     (mod.  p)       sive        a;«:''-'  =  1  -f  7:/ , 
erit: 

Ex  quibus  dictis  patet,  loco  illarum  unitatum  (I),  vel  (II),  vel  (IV)  accipi 
posse  unitates  quasdam: 

in  quibus  7;,  q,  ...  numeri  sint  primi  inter  se  diversi,  quaeque  coniunetae 
cum  ipsis  r  ad  repraesentandas  omnes  unitates  suffieiant.  lam  probaturi 
sumus  has  ipsas  unitates  conflari  posse  in  hanc: 

Quam  enim  unitatem  integram  esse  elucet,  atque  unitates  illas  (V)  ope  uni- 
tatiam   i\,   r^,  ...  r._^    ex  ixnitate  s  deduci  posse  hoc  modo  probatur.     Cum 

L.  Kronccker'a  Werke  I.  8 
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productum   q''-  ('•••    ad  ipsum  p  primnm  sit,  niiBierus  inveniri  potest  x  talis, 
ut  sit: 

X  ■  q^  ■  f  •  ■  -^1     (mod.  y)  sive         X  •  q'  ■  f  ■  ■  ■  =  \  -\-  np' , 

quare  erit 

*1  '^1  '  1  > 

''Sil 
unde  uuitatem    r^      re   vera  potestatibus   integris    unitatum    r   et   s    exprimi 
jjosse    manifestum    est.      Cuius    explicationis    summam    hoc    modo    exhibere 
possiimus:  • 

Acceptis  quibuslibet  unitatibus  coniunctis 

semper  inveuiri  potest  sj^stema  uuitatum  couiunetarum 

Sj,     S^,     ...     S^_j 

tale,    ut    omnes    unitates    integris    istarum    unitatum   r    et    s 
potestatibus  exprimi  liceat. 

Tarn  cum  summam  tam  determinatam  neque  de  numero  neque  de  natura 
unitatum  fundamentalium  casu  generali  huc  usque  consequi  potuerimus,  quam 
paragraphis  14  et  15  suppositione  illa  speciali  explicavimus,  relictis  iis,  quae 
insuper  bis  methodis  derivari  possunt,  si  unitates  „r"  certa  quadam  ratione 
eliguntur,  ad  casum  eum  transeamus,  in  quo  X  numerus  est  compositus. 

§  !«•• 
Nostra  methodus  cum  eo  nitatur,  quod  istas  sjmibolicas  exi^onentium 
expressiones  ratione  numerorum  re  vera  complexorum  tractavimus,  etiam  casu 
quo  X  numerus  est  compositus,  tales  instituamus  unitates,  ut  bis  adiumentis 
uti  possimus.  Quem  ad  finem  sit  „d"  aliquis  ipsius  X  divisor,  qui  factores 
primos  j^i,  q,  . . .  contineat,  atque  „r"  uuitas  illa  in  §  9  memorata;  ostendamus 
exstare  unitates  s^,  s,,  ...  eiusmodi,  ut  bis  aequationibus  satisfaciaut: 

(!•)  S;,- =  «rf+A- =  Sorf+i- =  •  •  •  =  V-Dci+i-         POSitO         d-d  =  X, 

praetereaque  bis: 
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s,  ■  s.       ■  s    .       ■  ■  ■  s         ,        ^  1  , 

*         1  +  i-        2^  +  k  (p-l)^  +  k 


(II.)  s,    s.      ■  s   ,       •  •  •  s        .       =1, 


sive  bis  quae  illis   aequivalent,   si  log  s^  =  a._   et  «  raclix  quaevis  aequationis 
x'-  =  1  pouitur : 

(III.)  6j+(j^a+-  +  ö^«^"^  =  (?,^j+(?,^,aH f-ö/«''~\   ergo    =a~''(<?i+Ö2a+-+(?;ja^~^) 

atque  bis: 

—  —  —2—  — f  — n- 

((T^+ö^,«  +  ... +  (?,«'-')•(!+«    "+«     ''+..-  +  «    '      0  =  0, 

(IV.)  _1         _,!'  _(,-:)! 

(ö^  +  (?,a  +  ...  +  c?y-')-(l  +  «     '+«      '+•■•  +  «  ')=0, 


Quae  ipsae  condiciones  explentur,  si  expressio  <>(«)  pro  qiiovis  ipsius  «  valore 
exceptis  iis,  qui  radices  unitatis  cZ'"^  primitivae  sunt,  evanescit.  Quod  si  fit, 
aequatio  (III),  quae  pro  valoribus  ipsius  «  aequationi  k"*  =  1  sufficientibus  re 
ipsa  expletur,  etiam  pro  reliquis  ipsius  «  valoribus  locum  tenet.  Deinde 
aequationes  (IV),  quae  pro  iis  tantum  ipsius  a  valoribus,  qui  radices  primi- 
tivae (i'*°  sunt,  re  ipsa  explentur,  etiam  pro  reliquis  ipsius  «  valoribus  valent. 
lam  ponamus: 

(V.)  s,  =  ,•^+^"+••■+".-1«'-'  =  ,«..  ,A . .  .  r;i7' , 

ubi 

«j  +  a,a  +  •  •  •  +  «;._i«  ~' 

=  (1  +«''  +  . .•  +  ß'''-'^").(l  +  «+fr'  +  ...  +  «"      ).(l+«+ß-^ +  ...  +  «''      )...   . 

Ex  qua  aequatione  numeri  a^,  a,,,  ...  ita  sunt  determinandi ,  ut  explicato 
producto  dextrae  partis  eoque  solius  aequationis  c/  =  1  ope  reducto  singularum 
ipsius  «  potestatum  coefflcientes  quantitatibus  «^ ,  a^,  ...  aequales  ponantur, 
sive  boc  modo,  ut  positis  in  aequatione  (V)  singulis  ipsius  «  valoribus  ex 
bis  {X  —  1)  aequationibus  illae  (2  —  1)  quantitates  „«"  determinentur.  —  Uni- 
tates  „s"  sie  definitas  illis  aequationibus  (I),  (II),  (III),  (IV)  satisfacere  iam 
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probaturi  sumus.  —  Ex  illa  enim  aequatione  (V)  sequitur   modo  in  §  9  tra- 
dito,  ut  sit: 

öl  +  ö^«  H i-  ^x^''~^  =  a(«~')-(Pi  +  P.«  4 1-  9>/~^) 

pro  quavis  radice  a.     Cum  vero  expressio: 


1  — a      5 


,   —1,         1  —  a     ■       1  —  a 
a{a     )=  r-d- ; 

1  —  a  1  —  «  1  —  et 

pro  Omnibus  ipsius  «  valoribus  exceptis  radicibus  c^'^  primitivis  evanescat, 
etiam  expressionem  a{a)  hanc  ipsam  habere  proprietatem  ideoque  unitates  „s" 
illis  condicionibus  sufficere  patet. 

Quaecunque  unitates  illis  aequationibus  (I),  (II),  (III),  (IV)  satisfaciunt 
classem  efficiunt  unitatum  eam,  quam  ad  divisorem  „d"  pertinere  dicimus. 
lani  primum  unitates  eiusdem  classis  inter  se  comparabimus,  et  quidem 
omnes  potestatibus  vel  integris  vel  fraetis  unius  systematis  unitatum  con- 
iunctarum  exprimi  posse  probabimus,  Eteuim  sint  unitates  aliquae  ad  divi- 
sorem ä  pertinentes  hae: 

f^,  /;,  •••  /;,; 

designentur  deinde  valores  absoluti  logarithmorum  harum  quantitatum  signis: 

^1'    9^2  >    •••    9',,; 
hoc  aequationum  systema  semper  solvi  potest: 

fä  =  «I  <^d  +  «2"'l   ^ H   «i'^A-l  > 

ubi  indeterminatae  sunt  quantitates  /?i ,  n.^,  ...  n^.  atque  numerus  harum  quan- 
titatum, litera  k  designatus,  numerus  ille  est,  quem  Ganss  signo  cp{d)  deuotat, 
i.  e.  numerus  uumerorum  ad  ipsum  „d"  primorum  eoque  minorum.  Designante 
w  radieem  aequationis  tv''=l  pro  qualibet  hac  radice  w,  ratione  in  §  9  ex- 
hibita  prodit  aequatio: 
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(  VII.)  cp^  +  (p.jc-i {-  <p^w^'  =  (Mj  +  njv-'  -\ \-  «,w~"~") •  (öj  +  (7,iy  +  •  •  •  +  e,?/~') . 

Quam  aequationem  pro  Omnibus  radicibus  w  non  primitivis  re  ipsa  expleri 
ex  eo  elucet,  quod  bis  casibus  et  (p{w)  et  6{w)  evanescunt,  cum  et  unitates  f 
et  unitates  s  in  classe  ad  divisorem  d  pertinente  insint*).  —  Singuli  ipsius  w 
valores  primitivi  totidem  aequationes  praebent  formae  (VII),  quarum  igitur 
numerus  Ic  numero  indeterminatarum  aequalis  est.  Ut  igitur  indeterminatas 
ex  iis  determinari  posse  ostendamus,  tantummodo  determinantem  systematis 
illius  non  evanescere  jirobandum  est.     Determinans  autem  cum  sit: 

6{iv)-  6{w')-  ß[iv')  ■  ■  ■ , 

designantibus  li,  h',  . . .  systema  numerorum  inter  se  incongruorum  ad  ipsum  d. 
primorum,  aliquis  factor  6{^o'')  evanescere  deberet,  ideoque  foret: 

ffj  -|-  6.^10  -\-  Ö.^IV    +  •  •  •  +  ^^{^~    =  0 

pro  aliqua  radice  primitiva  w,  sive  ratione  habita  aequationum  (I)  nee  non 
aequationis  huius:    a^  =  w   esse  deberet: 

.-      I      ^      «J     1     ^      2t5     .  .     ^      a— l)c5  Ci 

<?!  +   02«     +   ^3«        +   •  ■  ■   +  Ö^j«  '      =  0 

pro  aliqua  radice  primitiva  «.  —  lam  cum  sit  secundum  aequationem  (V): 
^1  +  G,«    H \-6^tt  =(p^4-p^«    -I \- Q^a'      ')-(aj  +  ffl,a      -\ ), 

esse  deberet: 

sive  Substitute  ipsius   «(«"'')    valore  et  posito    a^  =  iv: 

/    <!n       c,     1  —  JU      ^     1  —  w      ' 

q{u)-8 ~~ —  •  •  •  =  0  , 

1  —  10  1  —  w 

_  d_ 

id  quod  fieri  nequit,  cum  nullum  factorem  {1  —  iv  ''),...,  designante  lo 
radicem  primitivam  (?**™,  evanescere  pateat,  neque  factorem  Q{a'^)  nihilo  aequi- 
valere  posse  supra  in  §  9  demonstratum  sit. 


'')  V.  quae  supra  indicata  sit  unitatum  ad  classem  pertinentium  proprietas. 


G2 
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lam  cum  probaverimus,  quamvis  unitatem  ad  ipsum  „d"  pertinentem 
potestatibuö  ipsorum  s  repraesentari  posse*),  exponentes  harum  potestatum 
non  irrationales  esse  ex  eo  elucet,  quod,  cum  unitates  s  potestatibus  integris 
unitatum  r  expressae  sint,  etiam  unitates  quaedam  potestatibus  ipsorum  „r" 
irrationalibus  repraesentari  possent,  id  quod  fieri  non  posse  in  §  13  demon- 
stravimus.    Quare  forma  generalis  unitatum  ad  divisorem  „d"  pertinentium  erit: 


sive: 

designantibus    n ,  m^ ,  w,^ ,  ■  •  •    numeros  integros  reales. 

In  quibus  unitatibus  exponentes  symbolicos  tanquam  veros  numeros 
complexos  tractare  possumus,  quia  omnes  eorum  reductiones  aequationibus 
nituntur : 

l  +  tv" -i- w' "  -i 1-w        "  =0, 

d  d  ,  d 

-  2-  (J-D- 

1  +  w'  +  w  ^  -\ h^v        *  =0, 


et 

cumque  re  vera  sit: 


1  -\-  IV  -}-  w^  -}-■■■-{-  w" 


l+W^  -i \-'W 


==  s,  ■  s,       •  ■  •  s         . 


nee  non: 


/-'  1  0 


§  19. 
Kespectu  habito  eorum,   quae  in  §  7  cum  explicata  tum  iudicata  sint, 
atque  posito  „X"  numerum  esse  eiusmodi,  ut  quivis   numerus  primus  formae 


*^)  Nempe  si  in  aequationibus  (VI)  a  logaritlimis  ad  numeros  transeas. 
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JcX  +  r  in  n  factores  complexos,  compositos  e  radicibus  unitatis  2"%  discerpi 
possit,  si  statuamus  g,  f/',  g",  . . .  resp.  numeroram  ^;",  c/,  t\  ...  radices 
primitivas, 

1=1^  -q-t  •■■ ,       >•=  — -s^   +  — -f/     Ar— ,9      -{ (motl.A), 

/  ä  < 

n  =  ]i  •  h'  ■  h"  •••*), 

omnino  eadem  qua  in  §  15  usi  sumus  ratione  probatur,  exstare  in  quavis 
classe  nnitatem  u,  cuius  potestatibus  integris  complexis  omnes  unitates  ad 
eandem  classem  pertinentes  repraesentari  possiat.  Cumque  quivis  numerus 
complexus  integer  ex  unitatis  radicibus  d*"  compositus  ad  expressionem  cp{cT) 
terminorum  integram  redigi  possit**),  q){d)  unitates  coniunctas  exstare  patet, 
quarum  potestatibus  integris  omnes  unitates  ad  divisorem  d  pertinentes  ex- 
primi  possint. 

lam  eadem  qua  in  §  16  usi  sumus  ratione  proba,ri  potest,  designante 
„u"  nnitatem  fundamentalem  classis  ad  ipsum  d  pertinentis,  omnes  reliquas 
eiusdem  classis  unitates  fundamentales  easque  solas  forma  contineri:  ti"'^'°\  si 
m{w)  numerus  est  talis,  ut  Nm;H(ir)  =  l.  Etiamque  unitates  non  coniunctae 
statui  possunt  fundamentales  multitudinis  (p{d),  et  quidem  numerus  unitatum 
diversarum,  quae  statui  possunt,  fundamentalium  coniunctarum  erit  infinitus, 
dummodo  cp(d)>2,  ergo  d^8,  numerus  vero  unitatum  fundamentalium 
non  coniimctarum  erit  infinitus,  quando    <p{d)'^2,   ergo    d>2. 

Denique  omissa  illa  suppositione,  qua  statuitur,  omnem  numerum 
primum  formae  kX  -{-  r  in  n  factores  complexos  discerpi  posse,  ratione  illa  in 
§  17  exhibita  demonstrari  potest:  Dato  quocunque  systemate  imitatum  con- 
iunctarum ad  classem  aliquam  pertinentium***),  semper  existere  aliud  systema, 
quo  alteri  adiuncto  cunctae  eiusdem  classis  unitates  repraesentari  possint. 
Et  quidem  secundum  supra  adnotata  utrarumque  unitatum  tantummodo  <p{dy'^ 
opus  erit. 


*)  Xumeri  li,  h',  .  .  .   resp.  multipla  numerorum  ]f     ,   q      ,  •  ■  ■    esse  debent. 
**)  V.  §  7. 

■•"**)  Ea  tantum  condicione,  ut  expressio  illa  6(w)  pro  nullo  valore  ipsius  w  primi- 
tivo  evanescat.     v.  S  18. 
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lam  etiam  probemus,  numerum  imitatum  fiindamentalium  ij^so  (p{d) 
minorem  non  sufficere  ad  rei^raesentandas  omnes  nnitates  eiusdem  classis. 
Quem  ad  finem  sint  unitates  quaedam  fundamentales: 

/',  r,  f",  .-., 

itaque  illas  quoque  unitates  „s"  potestatil^us  harum  f  integris  repraesentari 
posse  oportet.     Quare  sit  posito   log  f=(p,  log/"  =9',  ...   et   k  =  (p(d): 

öj  =  ('i<p  +  ^y  +  Cif"  -\ , 

Ö2  =  «2  95  +  hf'  +  c^9"  -\ , 

'^k  =  '^k'P  +  hv  +  ^<p"  H • 

Cum  vero  numerus  ipsorimi  f  itaque  ipsorum  ^  sit  <  k  —  1 ,  bis  ipsis  elimi- 
natis  certe  una  restabit  aequatio  formae  huiusce: 

(I.)  n^ß^  +  n^0^-i i.„^G^  =  o, 

in  qua  aequatione  n^ ,  n^,  ...  numeri  esse  debent  integri  atque  non  omnes 
nihilo  aequales.  Id  quod  fieri  non  posse  sequentibus  probatur.  Ex  aequa- 
tione enim  (I)  sequitur:  Sj'-Sg'' •  •  •  s^'*  =  1,  unde  mutatis  periodis  üs,  quae 
unitatibus  „s"  continentur,  oritur  systema  aequationum: 

h'-s{---sl>'   =  1, 


ex  quo  ope  formulae  (IV)  §  9  deducimus  aequationem: 

(Wj  +  n^^w-'  H h  «,.w~*^~'')-(öi  +  6^tv  -\ 1-  ay-')  =  0 

pro  qualibet  rf'"  radice  uuitatis  tv.  Cum  autem  factorem  alterum  pro  uuUa 
radice  w  primitiva  evanescere  supra  (§  18)  demonstratum  sit,  faetor  prior 
pro  bis  Omnibus  k  valoribus  ipsius  w  evanescere  deberet;  id  quod  (uisi 
*?!  =  %2  =  •  •  •  =  0)   fieri  non  posse  ex  §  7  colligitur. 
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§  20. 

lam  quid  ex  hac  singularum  classium  disquisitione  pro  universis  uni- 
tatibus  colligi  possit,  inquiramus.  Quodsi  supponim;;s  numerum  X  illa  vir- 
tute,  initio  §  19  memorata,  gaudere,  ea  ipsa  proprietate  divisores  quoque 
ipsius  X  praeditos  esse  patet.  Hoc  igitur  casu  pro  quolibet  divisore  „d"  ex- 
stant  quaedam  unitates  fundamentales  coniuuctae,  quarum  ^(d)  ad  repraesen- 
tandas  omnes  huius  classis  unitates  sufficiunt;  quae  designentur  notis 

"d,l'      *'<f,2'      •  •  • ' 

earumque  logarithmi  sint 

Sit  „r"  unitas  aliqua,  atque  formetur  ex  ea  unitas  classis  ad  divi- 
sorem  ,,d"  pertinentis  illa  ipsa  ratione,  qua  initio  §  18  usi  sumus,  Sitque  haec 
unitas  „s",  ita  ut  habeamus  servata  designatione  illic  adhibita: 


Sed  esse  debet 

1  (7,1  rt,  2  a,  k  ^ 

designantibus  n^ ,  n^  . . .  numeros  quosdam  integros.     Itaque   habemus  aequa- 
tionem : 

(I.)     (?,+  6^tv  +  ■■■  +  0^-'  =  (n^  +  njv-'  +  -  +  n^w-"--')iv^,^^+v^,.^tv  +  -  +  v^j(f'-') 
ratione  saepe  usitata  pro  qualibet  radice  iv  aequationis    iv''  =  1 .     Deinde  est : 

(II.)  6^-\-  6,a  -{ \-  0,a~'^  =  a{a'^}{Q^  +  Po«  H h  P;.«'~') 

pro  quaque  radice  unitatis  2'*.     Substituta  igitur  pro   a.  radice  iv  obtinemus : 

a  (tt)~')-(()j  -\-  Q^w-\ \-  Q)W~^)  =  <?!  +  Ö2?t;  -\ \-  ö.^w'-'^ , 

atque  per  aequationem  (I)  aliquanto  mutatam: 

(III.) 

(  =  («j  +  n^iv  '^ 1-  n,w-''   '')-(i'^,_,  +  v^,w  -\ (-  v^,_.jv-  ') . 

L.  Kronecker'ä  Werke  I.  9 
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Quotiescunque  igitur   n{iv~^),  numero   a{w~^)   divisus,   residuum  habet  c{w~^) , 
ita  ut 

«(«t~')  =  m{w~^)  ■  a(;w~^)  +  c{tv~''') 

Sit  (designante  iv  radicem  primitivam),  habemus  aequationem: 

a  («y"')  •  (,0j  +  p^  R'  +•••)  =  ö  {tv~')  ■  m  iiv'')  •  (y^,_j  +  v^,,_  iv  +  •••)  +  c  {w~')  ■  (ü^,  ^  +  v^^^^tv  +  ••■), 
atque  si  ponimus  imitatem: 

et   logfi  =  r^,    etc.,   erit: 

pro  quoque  ipsius  a  valore,  qui  radicem  f?"'"  primitivam  praebet.     Pro   Omni- 
bus reliquis  ipsius  a  valoribus  erit: 

'''1  "T  ^2"  "!"■••  +  '/"^  "^  Pi  "1"  9'"  +  ■■■"!"  Q;.^~  > 

cum  pro  bis  ipsius  a  valoribus  sit,  v_j  ^ -\- h\,  ,,tx -{-••■==  0 . 

Unde  elucet,  quamvis  uuitatem  „r"  ope  unitatum  „u"  ad  unitatem  „^" 
reduci  posse  talem,  ut  si  unitas  classis  ad  „d"  pertineutis  ratioue  snpra  indi- 
cata  es  ea  formetur  atque  potestate  ipsius  „n"  complexa  repraesentetur,  es- 
pouens  certo  quodam  residuorum  systemate  modulo  a{tv)  coutiueatur*).  Hinc 
tanquam  corollarium  sequitur,  ut  si  tales  tantum  uuitates  existant,  quarum 
exponentes  illi  cuncti  residua  nihilo  aequalia  habeant,  quascunque  uuitates 
integris  ipsorum  „u"  potestatibus  exprimere  liceat,  itaque  numerus  unitatum 
fundamentalium  sit: 

<pW  +  •  ■  •  +  9OO  +  •  •  •  =  A  -  1 

secundum  notum  illud  theorema. 

Statutis  certis  quibusdam  residuorum  systematis  modulis 

a(w),     a'{tv'),     . . . 


*)  Sic  supra  unitas  ,/",  ad  quam  espouens  n{w)  pertinebat,  ad  unitatem  ,/'  reducta 
est,  ad  quam  exponens  c(iv),  qui  est  residuum  ipsius  n{w)  modulo  a{ic),  pcrlinet. 
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pro  singulis  ipsius  X  divisoribus,  sit  unitas  „r"  eiusmodi,  ut  exponentes,  ad 
quos  pertinent  uuitates  classium  ex  illa  „r"  formatae,  pro  singulis  a{w)  resi- 
duis  quibusdam  ex  istis  systematis  aequales  sint;  tum  brevitatis  causa  seriem 
quandam  residuorum  ad  unitatem  „r"  pertinere  dicemus.  lam  primum  ex 
illis  supra  dictis  concludimus,  cunctas  unitates  unitatibus  „ti"  et  unitatibus 
,,r"  repraesentari  posse. 

Deiude   supponamus   divisores  ipsius   2   certo  aliquo  ordine  dispositos: 

(h>  (h>  ■  ■  ■  f^,-; 

siut  porro  unitates  „r"  tales,  ut  residua,  quae  ad  eas  respectu  divisoris  d^ 
pertineant,  non  evanescant;  sint  unitates  „s"  tales,  ut  residuis  respectu  d^ 
evanescentibus  residua,  quae  ad  eas  respectu  divisoris  f?,  pertineant,  non 
evanescant  etc.     Inter  has  unitates 

r,  s,  t,  .  . . 

omnes  illas,  quae  supra  ipso  „r"  denotatae  sunt,  inveniri  apertum  est. 
Deinde  adnotamus,  pro  divisore  ultimo  tales  unitates  existere  non  posse. 
Tum  enim  residua  respectu  omnium  divisorum,  excejito  ipso  cZ,-,  evanescere 
deberent  ideoque,  posito  illam  unitatem  s  eiusque  logaritlmaum  ^  esse,  aequatio 

?:  +  ?,«  +  •••  +  t,a'-^  =  0 

pro  Omnibus  ipsius  a  valoribus  exceptis  radicibus  rf,"^  primitivis  locam  habere 
deberet.  Itaque  unitas  r  in  ipsa  classe  ad  divisorem  d,  isertinente  inest 
(v.  §  18)  atque  in  aequatione : 

aiiv-'y{t,  +  t,tv  +  •  •  •  +  ^,tv'-')  =  («,  +  njv-'  +  •  •  ■)-(v„^^^  +  v,,^,w  +  •••), 

ubi  tv  est  radix  c?/*  primitiva,  numerus  «(w)  ipso  a{tv)  dividi  posse  deberet, 
proptereaque  residuum  respectu  divisoris  <?,•  quoque  evanesceret. 

lam  unitates  „r"  inter  se  reducendae  sunt.    Primum,  si  quae  existant, 
ad  quas  idem  residuum   respectu   ipsius    d^   pertineat,    e.  g.  r  et  r',   pro   bis 

accipi  possunt  unitates  r  et  ^,  quarum  alteram  ad  genus  unitatum  ,,s"  (vel 

inter  ipsas  t,  . . .)  referendam  esse  patet,  quippe  quae  eius  residuum  respectu 
rfj  evanescat.  Unde  concludimus,  quaecunque  unitates  r  eodem  residuo  respectu 
dj^  gaudeant,   ex  eis  unam  tantum  eligendam  esse,  cum  ceterae  ope  huius  et 
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unitatum   s,  i,  ...  repraesentari  possint.  —  Deinde  sit  n{tv)  residuum  alicuius 
r"   respectu   d^    (ubi   w   radix    primitiva  t^/*),    sitque    q){>v)   factor   communis 
maximus  numerorum  n{w)  et  illius  «(«'),  ita  ut  sit 

n{tv)  =  q)(jv)  ■  in{iv) , 

numerum  invenire  licet  ii){ic)  talem,  ut  sit 

'm{iv)-tp{iv)^  1         (motl.  a{tvj)  ''')  > 
ergo 

n{tv)  •  ip{tv)  ^E  (p{iv)        (mod.  a{iv^  ■ 

Itaque  cum  unitas  rf'"^  quoque  Integra  sit,  unitas  existit,  cuius  residuum 
respectu  d^  ipse  numerus  9?(m')  est.  Quae  si  litera  r'  designatur,  erit  r""^"' 
unitas,  cuius  residuum  respectu  d^  numerus  n{iv),  quae  igitur  secundum  supra 
dicta  pro  illa  unitate  r  accipi  potest.  Hinc  sequitur,  ut  loco  omnium  earum 
unitatum,  quarum  residua  eundem  factorem  communem  maximum  (p{w)  cum 
numero  a{iv)  habeant,  unam  tantum,  cuius  residuum  ipse  hie  numerus  qp(«(;) 
sit,  accipere  liceat. 

Sint  unitatiim  r  et  r'  residua  respectu  d^  numeri  (p{tv)  et  ■<l>{w),  qui 
uterque  numerum  illum  a{iv)  metiens  supponi  potest.  Tum  erit  factor  communis 
maximus  numerorum 

in{xv)  ■  (p(tv)  +  n(iv)  •  4>{w),        a(tv) 

ipse  factor  communis  numerorum  (p{iv)  et  i>{tv).  Positis  euim  m{ic),  h[w) 
numeros  esse  tales,  ut  sit 

m{tv)-(p{w) -\- n{tv)-ip{u')'EB%{tv)         (mo A.  a{tv)\ , 

ubi  %{iv)  factor  est  communis  maximus  ipsorum  (p{w)  et  ^(«'),  illa  sententia 
elucet.  Cumque  etiam  /«<'"'.  ^'"t"'  unitas  sit  integra  eaque  talis,  ut  residuum 
respectu  d^  sit  %{w),  haue  ipsam  unitatem,  ex  qua  ope  unitatum  s,  t,  ... 
unitates  illae  (r,  r')  derivari  possunt,  loco  duarum  unitatum  r,  r'  accipere  licet. 
Quaecunque  igitur  unitates  variorum  respectu  d^  residuorum  existunt,  semper 
iina  talis  pro  iis  accipi  potest,  cuiiis  residuum  respectu  d^  factor  omnium  resi- 

*)  Cf.  §  4  et  §  7. 
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duorum  commiinis  maximus  sit.    Et,  si  respicimus  supra  dicta,  pro  hac  ipsa 
talis  statui  potest  unitas,  ut  residuum  respectu  (\  sit  factor  ipsius  a{iv). 

Quae  cum  de  unitatibus  r  exposuerimns,  ad  unitates  s,  t,  ...  adhibere 
liceat,  concludimus ,  praeter  unitates  „u"  ad  repraesentandas  omnes  unitates 
bis  tantum  opus  esse:  unitate  quadam  „r"  (cum  eins  coniunctis),  cuius  resi- 
duum respectu  c?^  est  factor  ipsius  a{w);  unitate  quadam  „s",  cuius  residuum 
respectu  d^  est  factor  ipsius  h{w')  etc.  Itaque  baue  obtinemus  seriem  unitatum 
fundamentalium : 


''i-l  ■ 


S,  t. 


lam  si  residuum,  quod  ad  unitatem  r  respectu  d^  pertinet,  (p{iv)  ponitur,  ita 
ut  sit  a{iv)  =  (p{tc)  •tpi^iv),  babemus  aequationem: 

a(w~*J-(Pi  +  QJV  -{ )  =  90<'~^)-(«'j„i  +  v,_,,,2^  -\ ) 

vel 

■4'{w~^)-{9i  +  9i^v  H )  =  t;^__j  +  i;^^^,  iv -] , 

pro  qualibet  radice  d^**  primitiva  «c.  Unde  patet  unitatem  r'^'"^  •  ii~\  esse  talem, 
ut  eins  residuum  respectu  d^  sit  nibilo  aequale,  eamque  igitur  unitatibus 
Uj ,  u^j,  ...  et  s,  t,  ...  repraesentari  posse.  Ergo  ipsae  unitates  coniunctae 
u^  unitatibus  „r"  et  reliquis  utriusque  seriei  unitatibus  exprimuntur.  Inter 
has  vero  unitates  „r"  eae,  quarum  index  numero  (p{d^  maior  est,  ad  priores 
reducuntur.     Sit  enim  (posito  (p  (d^)  =  li) 

X    +  C^_^X~^  +  •  •  •  +  CjiC  +  c  =  0 

illa  aequatio,  quarum  radices  sunt  radices  unitatis  d^^  primitivae,  in  qua 
coefficientem  ipsius  x"  unitatem  esse  e  forma  illius  aequationis  in  §  7  exbibita 
manifestum  est,  et  fingamus  unitatem  integram: 

'"i  ■  ''2  ■  ■  ■  *'i— i    ■  *"*       ■  *"*+ 1  "^  ^'1  j 
ideoque  posito  log  a',  =  1,- : 

(c  +  c^a-'  +  •  •  •  +  c^_,cr"-'^  +  «-*■). (p^  +  p^,«  +  ...)  =  1^  +  g^«  +  ... . 
Cum  vero  c(a~^),  eaque  de  re  |(ß),  pro  illo  ipsius  a  valore  «  =  w  evanescat. 
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unitas  a\  unitatibu,s  «^  •  •  •  atque  unitatibus  s,  t,  ...  repraesentari  potest. 
Ergo  t\,^  unitatibus  i\,  r.^,  ...  r^  et  unitatibus  utriusque  illius  seriei  reliquis 
exprimi  potest;  pariterque  r^.^^^  unitatibus  r^,  r^,  ...  r^^j  ideoque  unitatibus 
i\,  r„,  ...  >\.  et  reliquis  etc.  etc.  Itaque  pro  illis  unitatibus  „u^"  et  „r" 
tautum  accipiendae  sunt  unitates: 

'i'     '2'      ■  •  •     \(t;,)- 

Simili  modo  pro  unitatibiis  u^^   et  s  tantum  accij)iendae  sunt  unitates 

^1'       *2'       •    •    •       S^'>(A)' 

quia  sicuti  supra  et  unitates  ceterae  cum  s^  coniunctae  et  unitates  „ti,,"  per 
unitates  s^,  s^ ,  .  .  .  s  (,, ,  adiunctis  illis  w-_,^ ,  .  .  .  t,...s,  exprimi  possunt. 
Denique  pro  unitatibus  u^i._^  et  z  accipiendae  sunt  unitates 


^1)    ^2 


'/>(rf,_i)' 


quia  bis  ipsis  ope  unitatum  u^.  illae  repraesentari  possunt.  Habemus  igitur 
tanquam  unitates  fundamentales,  ad  repraesentandas  omnes  tmitates  suffi- 
cientes,  bas: 


'VC'A)' 


>(rf,)' 


quia  ceteras   cum  ipsis  u^.  coniunctas  unitates   „ri"  illis   exprimi   posse   iam 
sixpra  adnotavimus.     Numerus  igitur  unitatum  fundamentalium  erit: 

(p(cy  +  q>{d.^)  H-  ■  ■  •  +  9(f9  =  A  -  1  , 

eumque  numerum  ipso  X  —  1  minorem  esse  non  jDOSse  in  §  12  demonstravimus. 
Numerus  igitur  unitatum  fundamentalium  bic  idem  est,  qui  erat  casu 
quo  X  numerus  primus,  sed  cum  casu  generali,  tanquam  unitates  fundamen- 
tales semper  unitates  accipi  posse  coniunctas,  non  probaverimus,  num  re  vera 
unitates   fundamentales   coniunctae  pro   quovis   X  existant,   in    dubio   remanet. 
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Haec  autem  quaestio  quanti  sit  momenti  ex  eo  elucet,   quocl  problema  illud 
Diophanteum   (v.  §  11)   inveniendorum   numerorum   x,  x^,  ...  x^_^   aequationi 

Nm  {xs  -{-x^£^-] \-  .x';_i£^_J  =  +  1 

satisfacientium  systematis  unitatum  fandamentalium  conkmctarum  perfecte  sol- 


n{a) 


continentur,  cuncta  ipsorum  x  systemata  functionihus  rationaUhus  infegris  illius 
unius  systematis  (ß)  repraesentari  possunt.  Sin  vero  duorum  systematum 
unitatum  coniunctarum  opus  est,  omnia  systemata  ipsorum  x  nonnisi  duobus 
systematis  (|),  (|')  modo  rationali  exprimi  possunt.  Quoniam  autem  in  §  17 
demonstratum  est,  aeceptis  quibuslibet  unitatibus  coniunctis  i\,  r^,  ...  r^_^ 
semper  inveniri  posse  alterum  systema  s^,  s^,  ...  s^_^  tale,  ut  omnes  unitates 
integris  istarum  unitatum  r  et  s  potestatibus  exprimi  liceat,  sequitur,  ut 
accepto  quolibet  systemate  a;",  x^,  ...  xl_^  alterum  systema  x',  x\,  ...  x\_^ 
inveniri  possit  tale,  ut  omnia  systemata  ipsorum  x  tanquam  functiones 
rationales  integrae  illarum  21  quantitatum  ic",  x'  repraesentari  possint.  Sed 
cum  e  disquisitionibus  illis  generalibus  Cli.  Lejcimc-IHriclüet,  quas  supra  pagina 
buius  dissertationis  secunda  commemoravimus,  tantummodo  eoncludi  possit, 
X  —  1  quantitatum  x  systemata  sive  2(2  —  1)  quantitates  x  ad  repraesentanda 
cuncta  ipsorum  x  systemata  sufficere,  casu  quem  in  bac  dissertatione  tracta- 
vimus  special!  problema  Diopbanteum,  quaestione  unitatum  complexarum  ex- 
bibitum,  peculiarem  ac  simpliciorem  Solutionen!  admittere  bene  animadver- 
tendum  est. 


VITA. 

Natus  sum  ego  Leopoldus  Kronecker  Liguicii  d.  VII  m.  Decembris 
anni  h.  s.  XXIII  patre  Lsidoro  matre  lohauna  e  gente  Prausnitzeriana.  Quos 
mihi  Deus  o.  m.  ad  summam  senectutem  conservet.  Religioui  addictus  sum 
mosaicae.  Literarum  elementis  imbutus  gymnasium  Ligniciense  adii,  quod 
tunc  beato  Pinzger  deinde  Koehler,  viro  doctissimo,  florebat.  Ex  praeceptorum 
nmnero,  quorum  ibi  usus  sum  disdplina  optime  de  excolendo  ingenio  mere- 
bantur  Prorector  Dr.  Werner,  quem  jam  defunctum  lugeo,  et  Dr.  Kummer 
V.  cl.  b.  t.  Professor  p.  o,  in  imiversitate  literaria  Vratislaviensi,  qui  alter  me 
jam  dum  in  gymnasio  ipso  versabar  sublimioribus  matheseos  partibus  imbuebat. 
Quorum  etiam  consuetudine  me  usum  esse  gaudeo,  debitamque  pro  utilitate 
quam  inde  percepi  gratiam  nullo  tempore  me  abjecturum  esse  promitto.  Maturi- 
tatis  testimonio  instructus  vere  anni  XLI  ab  rectore  magnifico  lllo.  Lichten- 
stein ab  lllo.  Zumpt  decano  maxime  spectabili  philosopborum  ordiui  adscriptus 
sum  universitatis  lit.  Beroliuensis.  Postquam  vere  anni  XLIII  universitatem 
almam  Fridericianam  Bonnensem,  autumno  universitatem  Vratislaviensem  adii, 
denique  autumno  anni  XLIV  ad  universitatem  Berolinensem  reverti.  Scientiis 
mathematicis  operam  dedi.  Duces  mihi  studiorum  fuere:  viri  ill.  doct.  Le- 
jeuue-Dirichlet,  Encke,  Jacobi,  Ohm,  Steiner;  üove,  Mitscherlich;  Ärgelander; 
Kummer;  —  in  philosophia  et  philologia:  Öchelling,  Heydemann,  Werder; 
Ritschi,  Dahlmann;  Haase.  —  Quibus  viris  gratias  maximas  et  ago  et  semper 
agam.  — 


THESES. 


I.  Rempublicam  summam  societatis  humauae  formam  esse  nego. 

II.  In  natura  nihil  supervacaneum  est. 

m.  Mathesis  et  ars  et  scientia  dicenda. 

IV.  Fermatius  theorema  suum  inclytum  nou  demonstravit. 


MEMOIEE 

SUR  LE8  FACTEURS  IRREDUCTIBLES 

DE  L'EXPRESSION  x"~i: 


PAR 


M.  Leopold  KRONECKER. 


Liouvilie,  Journal  de  mathematiques  pures  et  appliquees  Ser.  I  Tome  19  p.  177  — 192. 


MEMOIRE  SUß  LES  FACTEUES  IRREDUCTIBLES 
DE  L'EXPRESSION  x"  -  1. 


On  sait  que  l'expression  (.*;"  —  1),  n  designant  im  nombre  entier  quel- 
conque,  peut  se  decomposer  en  facteurs  rationnels  dont  le  nombre  est  egal 
h  celui  des  diviseurs  de  n.     En  eflfet,  en  denotant  par 

FJx)  =  0 

Tequation  qui  ne  contient  que  les  racines  primitives  de  l'equation  ;c"'  =  l, 
on  aura 

oü  d,  (V,  d",  .  .  .,  designent  tous  les  divers  diviseurs  du  nombre  n.  On  peut 
dire  que  cette  maniere  de  decomposer  l'expression  x"  —  1  correspond  h,  la 
decomposition  d'un  nombre  entier  en  facteurs  premiers;  car  tous  les  facteurs 
F^{x),  F^.(x),  .  .  .,  sont  irreductibles,  et  c'est  cette  propri^te  des  fonctions 
F^{x),  F^,{x),  .  .  .,  bien  importante  pour  la  theorie  des  nombres,  qui  sera 
l'objet  du  present  Memoire. 

Decomposons  le  nombre  n  en  ses  facteurs  premiers,  et  soit 

71  ^  p  q   r  ■  •  ■  t  , 

p,  q,  r,  .  .  .,  t  designant  des  nombres  premiers  quelconques  inegaux.  Alors 
on  peut  representer  Tequation  F^{x)=0,  qui  ne  contient  que  les  racines  primi- 
tives de  Tequation     x"  =  1 ,  de  la  manifere  suivante 

F^(a:)  =  (-"^-D-t^tXa^'^' -!)■■■  _  0  . 
(x"  — l)-(a;*     —l)-(x''    —  1)  •  ■  • 
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En  eifectuant  la  divisiou,  la  fonction  -F„(.r)  se  presentera  comme 
fouction  rationnelle  entiere  de  x  a  coefficients  eutiers  du  degre 

p-\p-r)-q''-\q-l).-.f~\t-l), 

dans  laquelle  le  coefficient  du  premier  terme  sera  egal  ä  1 . 

En  se  proposant  de  prouver  Firreductibilite  de  cette  equation  et  en 
essayant  de  profiter  des  methodes  par  lesquelles  on  a  reussi  dans  le  cas 
special  oü  n  est  un  nombre  premier,  on  trouve  que  ces  methodes  ne  suffisent, 
a  moins  que  le  nombre  n  ne  soit  une  puissance  d'un  seul  nombre  premier 
(voir  un  article  de  M.  Serret,  tome  XV,  page  296).  Car  si  le  nombre  n  con- 
tient  des  nombres  premiers  inegaux,  la  fonction  F„[cr)  prend  un  caractere 
tout  a  fait  dilferent;  et  il  fallait  des  modifications  essentielles  si  Ton  voulait 
adapter  a  ce  cas  les  methodes,  qui  ont  servi  pour  demontier  rirreductibilite 
de  Fexpression 

FX^)  =  l  +  x  +  x'  +  ----\-x"-\ 

p  etant  un  nombre  premier.  On  verra,  eu  effet,  que  Tirreductibilite  de  -F„{a") 
revient,  au  fond,  a  une  propriete  de  F„,{j-),  m  designant  une  des  puissances 
p",  q,  .  .  .,  t\  qu'on  peut  enoncer  brifevement  en  disant:  Que  la  fonction  F^{x) 
ne  cesse  ])as  (Vetre  irreductible,  meme  en  adjoignant  de  certains  nonibres  complexes. 
C'est  cette  propriete  de  l'expression  i''„{*)  qui  fait  voir  distinctement  la  nature 
des  difficultes  qui  s'oSrent  en  passant  du  cas  special  oü  n  ne  contient  qu'un 
seul  nombre  premier,  au  cas  general  oü  n  est  un  nombre  quelconque,  et 
c'est  cette  meme  propriete  qui  sera  l'objet  d'uu  theoreme  auxiliaire  que  nous 
allons  etablir. 

Theoreme.  —  En  designant  par  p  im  nombre  premier  et  par  a  un  nombre 
entier  quelconque,  je  dis  que  l'exxyression 

1  +  x"''~'  +  x"'"~'  -I h  x'"-^^""'' 

ne  peut  se  de'composer  en  facteurs  d'un  moindre  degre,  dont  les  coefficients  soient 
des  fonctions  rationnelles  d'une  racine  primitive  de  l'unite,  ä  moins  que  Vexposant 
de  cette  racine  ne  soit  divisihle  par  p. 
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Deirnnstration.  —  Designons  par  f{x)  Texpression 

1  +  x"""'  +  x"^""'  H h  x^"^'^'"'' 

et  par  a  une  racine  primitive  quelconque  de  requation  x''  =  1 ,  on  a,  comme 
on  sait, 

f\x)  ^  {x  —  CO  )-{x  —  ei  )-{x  —  CO   )  •  •  •  , 

oü  Ic,  k',  k",  .  .  .,  sont  tous  les  nombres  entiers  positifs  non-divisibles  par  p 
au-dessous  de  2^"-  Donc,  si  le  theorfeme  enonce  n'avait  pas  lieu,  on  aurait 
une  equation 

(1)  f(x)  =  (p{x)t(x), 

(p{x)  et  ^(:r)  designant  des  fonctions  rationnelles  entiferes  de  x  dont  les  coeffi- 
cients  seraient  des  fonctions  rationnelles  (entiferes  ou  fractionnaires)  d'une 
racine  primitive  de  l'equation 

55  etant  un  nombre  entier  quelconque  non-divisible  par  2>-  La  fonction  f{x) 
ayant  pour  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  ;/■  Tunite,  on  peut 
supposer  que  les  fonctions  93 (.r)  et  t(x)  jouissent  de  la  meme  propriete. 
Cela  pose,  on  aura,  en  vertu  de  l'equation  (1),  deux  equations  de  la  forme 

<p{x)  =  {x  —  aj')-(a;  —  aj')-(a;  —  co'  )  •  •  • , 
■^ix)  =  {x  —  a'yix  —  co'  y{x  —  ra'  )  ■  •  •  , 

OÜ  li,  ](',  h",  .  .  .,  i,  i',  i",  .  .  .  sont  de  certains  nombres  non-divisibles  par  p. 
Ensuite,  il  est  clair  qu'en  faisant  x  =  l  les  fonctions  (p{x)  et  rp(x)  se  reduiront 
ci  des  fonctions  rationnelles  de  la  racine  o.     On  peut  donc  poser 

A  +  A,e  +  Ä,g'-  +  ■  ■  ■  +  A^_y-' 
9(1)  =  


(3)  ''^ 

B  +  B^g  +  B,e' +  ■  ■  ■  +  B^_,9--' 

HD  = J. , 

OÜ  r  designe  le  degre  de  l'equation  rationnelle  irrüluctihle,  a  laquelle  satisfait 
la  racine  q,  et   oü  M,   N,     Ä,  Ä^,  A,,  . . .,  ^,._i,     B,  B^,  B^,  ...,  B^_^   de- 
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signent  des  nombres  entiers,  tels  que  M  n'ait  aucuu  diviseur  commun  avec 
tous  les  nombres  A,  Ä^,  Ao,  ....  A,_i  et  que  N  n'ait  aucun  diviseur  commun 
avec  tous  les  nombres  B,  Bj,  B.,,  ....  B,._i. 

En  observant  que  /"(!)  =iJ,  on  obtient,  par  Tequation  (1), 

9(1)^(1)  =2'. 

Donc,  en  rempla^ant  (p{l)  et  i>{l)  jiar  leurs  valeurs  tirees  de  l'equation  (3), 
et  en  posant,  pour  abr^ger, 

Ä  +  A^Q  +  A^q'  H h  A^_y  =  AiQ) , 

B-\-B^Q-{-  B,q'  +  •  •  •  +  B^_y-'  =  B(q)  , 
on  aura 

(4)  AiQ)-B(Q)=p-MN. 

Or,  en  faisant  x  =  l  dans  l'une  des  equations  (2),  on  obtient 
9,(1)  =  (l-a")-(l-aD*').(l  -«"")•••  . 

Cette  egalite,  elevee  a  la  puissance  ^/,  peut  s'ecrire 

cpiiy"  =p-X(m), 

X{co)   designant  une  fonction  entiere  de  co  ä  coefficients  entiers.     En  eflfet, 

en  ne  developpant  que  le  premier  facteur  (1  —  co''y  suivant  les  ijuissances 
de  a'',  on  voit  aisement  que  le  premier  et  le  dernier  terme  se  detruisent, 
p  etaut  impair,  et  que  la  somme  de  ces  deux  termes  est  egale  a  2,  ^j  etant 
lui-meme  egal  a  2;  tandis  que  les  coefficients  de  tous  les  autres  termes  sont 
toujours  divisibles  par  ^j.    Donc,  en  faisant,  pour  abreger,  p"  =  m,  l'equation 

(5)  [Z  -  p  X(«))  -{Z-p  X(cy'))  -(Z-p  X(co'))  ...[Z-p  X{a'))  =  0 

sera  evidemment  satisfaite  en  posant  Z  =  cp  (1)'".  Developpons  le  premier 
membre  de  cette  equation  suivant  les  puissances  de  Z,  le  coefficient  du 
premier  terme  sera  egal  ä  1,  tandis  que  les  coefficients  des  autres  termes 
contieunent  des  fonctions  symötriques  entieres  des  quantites  r.j.  nr,  ro' . . .,  oj'", 
c'est-ivdire    de    toutes    les    racines    de    l'equation  x"'=\,   multipliees   par  les 
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diverses  puissances  du  nombre  j;.  Douc,  comme  les  dites  fonctions  syme- 
triques  se  reduiseut  a  de  simples  uombres  entiers,  requation  (5)  prendra 
la  forme 

Z"'  -\-  2)  Uj^Z'"~  +  P' ^'.) Z"'~''  +  ■  ■  ■  +  p"  w,„  =  0 , 

M^,  «„,  ....  u,„  designant  des  nombres  entiers.  En  substituant  dans  cette 
equation  la  valeur 

M 

par  laquelle  eile  est  satisfaite.  on  obtient  une  egalite  de  la  forme  suivante: 

^(?)"'=iJ-C(p), 

oii  C(q)  designe  une  fonction  entifere  de  q  a  coefficients  entiers;  et  il  est 
evident  qu'une  equation  de  la  meme  forme  aura  lieu  pour  toute  puissance 
de  A(q)  dont  l'exposant  est  plus  grand  que  m^.  Seit  donc  /.;  un  nombre  tel 
qu'on  ait  |/ >  w^  avec  la  condition  |j*^l  (med.  s),  ce  qui  est  evidemment 
possible,   Sf  etant  premier  ä  p;  alors  on  obtiendra  une  equation  de  la  forme 

ä^qY'  =p-D(q). 

Or,  en  developpant  I'expressiou  du  premier  membre  de  cette  equation,  il 
vient 

A{qY'  =  A^'  +  Af  ^''  +  Af  &'''  +  ...  +  Af_^  p"--"^^-  +  p .  EiQ)  , 

oü  I){q)   et  E{q)   desiguent   des  fonctions  entieres  de  q  a  coefficients  entiers. 

Donc,  en  observant  que  ^;*  ^  1  (mod.  es),  et  que,  par  consequent,  q''  =q, 
on  aura  enfin 

(6)       A"'  +  Af  Q  +  ^f  p^  +  •  •  •  +  At,  9''  =p-B{Q)-p.  E{g)  =  p-G{q), 

G{q)  designant  une  fonction  entiere  de  9  ä  coefficients  entiers  d'un  degre  quel- 
conque.  Mais  l'equation  irreductible  du  degre  r  h  laquelle  satisfait  la  racine  q 
doit  etre  un  facteur  de  l'equation  x°  —1  =  0;  donc,  en  vertu  d'un  theoreme 
connu  (^voir  Gauss,  Disquisitiones  arithmeficae,  sect.  II,  art.  42),  le  coefficient 
du    premier    terme  x''  etant   egal   h,  1,    tous   les  autres   coefficients   sont   des 

L.  Kronecker'6  Werke  I,  11 
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nombres  entiers.  C'est  pourquoi  toute  fonction  rationnelle  entifere  de  9  a 
coefficients  entiers  peut  se  r^duire  k  une  fonction  dont  le  degre  est  inferieur 
k  r  et  dont  les  coefficients  sont  encore  des  nombres  entiers.  D'oü  il  suit 
qu'on  peut  poser 

G{q)  =  G  +  G^q+  G,q'  +  •  ■  •  +  G,._y-' , 

G,  (tj,  (t,,  ,..,  Ct^_i  designant  des  nombres  entiers.  On  a  donc  par  l'equation  (6), 
en  observant  que  la  racine  q  ne  peut  satisfaire  k  une  equation  rationnelle 
d'un  degre  inferieur  k  r,  les  egalites  suivantes: 

Ä'''=pG,    Af^p-G^,    Af  ^p.G„  ...,    A-i=i'-^.-i. 

II  faut  donc  que  les  nombres  Ä,  A^,  A^,  . . .,  A^_i  aient  le  nombre  p  comme 
diviseur  commun,  et,  par  suite,  que  le  quotient  — ^  soit  une  fonction  entiere 
de  9  a  coefficients  entiers. 

Par  le  meme  procede,  en  partant  de  la  seconde  des  equations  (3), 
on  obtiendra  un  resultat  analogue;  c'est-k-dire  on  trouve  que  les  nombres 
B,  -Bj,  B^,  ...,  J5^_j  ont  le  diviseur  commun  p,  et  que  le  quotient  — ~  est, 
par  suite,  une  fonction  entifere  de  9  k  coefficients  entiers.  Le  produit 
—^.-^  sera  donc  lui-meme  ime  fonction  entifere  de  o  k  coefficients  entiers: 

V         P 

et  en  designant  cette  fonction  par  E{q),  l'equation  (4)  devient 

p  ■  E{q)  =  3IN. 

Or,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  expose  plus  haut,  la  fonction  II(q)  peut 
se  reduire  k  un  degrö  inferieur  k  r,  sans  que  les  coefficients  cessent  d'etre 
des  nombres  entiers.     On  aura  donc,  en  posant 

oü  E,  iZj,  H^,  . . .,  ir_j  sont  des  nombres  entiers, 

p.{H+H^Q  +  H^Q'  +  ---  +  H_y-'}  =  MN, 
d'oü  Ton  conclura,  comme  plus  haut, 
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et 

MN  =  pE. 

II  faut  donc  qu'un  des  nombres  M  ou  N  soit  divisible  par  ^;  mais  tous  les 
nombres  A,  A^,  ...,  A^_^,  B,  B^,  ...,  B^_^  sout  eux-memes  divisibles  par^j: 
un  des  nombres  M  ou  N  aurait  donc  le  facteur  p  commun  avec  les  nombres 
A,  A^,  ...,  A^_^,  B,  B^,  . . .,  -B,._i,  ce  qui  est  eontre  rhypothfese;  car  nous 
avons  suppose  chacune  des  fractions  (3)  tellement  reduite,  que  le  denomi- 
nateur  et  les  nombres  entiers  contenus  comme  coefficients  dans  le  nume- 
rateur  soient  d^gages  de  tout  diviseur  commun. 

§  n. 

Maintenant,  pour  demontrer  Tirreductibilite  de  l'equation  qui  ne  con- 
tient  que  les  racines  primitives  de  l'equation  x""  =  \,  n  etant  un  nombre 
entier  quelconque,  conservons  les  notations  employees  plus  haut,  et  soit 

Puis,  eu  designant  par  55  le  nombre  q  r  •••t\  supposons  que  l'irreductibilite 
de  l'equation  qui  ne  contient  que  les  racines  primitives  de  l'equation  «^  =  1 
soit  demontrt^e.     Enfin,  representons  par 


ra,     «,,     ö„ 


■  •  •'    "'.u-i 


les  racines  primitives  de  l'equation  o-^  =1,  et  par 

P,    Pi,    Pj,  . . .,   p^_i 

Celles  de  l'equation  a'"  =  l.    Cela  pose,  l'equation  dont  nous  allons  demontrer 
l'irreductibilite  peut  s'ecrire  de  la  maniere  suivante 

(1)  Ti{x  —  Qcoj  ■  n{x  —  Qj^ «j  ■  n{x  —  p^ »J  •  •  •  n{x  —  q^_^ mJ  =  o , 

oü  tous  les  signes  IT  s'etendent  h.  tous  les  indices  de  k^O  jusqu'ä  k  =  ^  —  l. 
En  observant  que  le  produit  n{x  —  ojj  est  egal  a 

1  +  a;"""'  +  x'"^''  +■•■  +  x^"-'^""'', 
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et,   en   designaut  cette  expression   comme   plus  baut  par  f{x),   requation  (1) 
prendra  la  forme 


^(:-)'^o-'©-^(a=° 


Le  degre  de  cette  equation  est  egal  a  iir,  et  pour  en  demontrer  Tirre- 
ductibilite  il  sufBt  de  prouver  que  tout  facteur  rationnel  de  cette  equation 
devrait  etre  du  meme  degre.  Soit  donc  cpix)  un  facteur  rationnel  quelconque 
de  Tequation  precedente  qu'on  peut  evidemment  supposer  tel  qu'il  evanouit 
en  faisant  x  =  oco.     Cela  pose,  les  equations 

9(^^  =  0       et       /■(f)  =  0 

auront  la  raeine  commune  x  =  q  n ;  donc,  en  cherchant  le  plus  graud  commun 

diviseur  des  fonctions  qp(.r)  et  /"(—),  on  trouvera  une  fonction  d'uu  degre  >1 

dont  les  coefficients  ne  sauraient  contenir  que  l'irrationalite  q.  En  designant 
cette  fonction  par  cp{Q,  x),  on  aura  une  equation  de  la  forme  suivante: 

f(f)  =  9'(p,  .»)-'/'(p,*-); 
ou ,  en  faisant  x  =  qZ, 

f{Z)  =  cp{Q,  qZ)  ■  i'{Q,  qZ)  . 

Mais,  en  vertu  du  paragraphe  precedent,  cette  equation  ne  peut  subsister, 
h  moins  que  le  degre  de  q>(Q,  qZ)  par  rapport  h  Z  ne  soit  egal  a  celui  de 
f{Z).  On  voit  par  Ik  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  fonctions  qp  (x) 
et  f{~)  doit  etre  la  fonction  /"(-)  elle-meme,  et  Ton  aura,  par  suite,  une 
equation 

(2)  cp{x)  =  f{fl.x{Q,x), 

Oll  xiQy  ■^)  designe  une  fonction  rationnelle  entiere  de  .r,  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  q.  Comme  nous  avons  suppose  l'irre- 
ductibilite  de  Tequation  dont  les  racines  sont  q,  q^,  q^,  . .  .,  q^_^,  on  peut 
evidemment  cbanger  dans  requation  (2)  successivement  p  en  q^,  q, q^_^; 

c'est  dire  que  la  fonction  (p{x)  n'est   pas   seulement  divisible  par  f'\),  mais 
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aussi  par  f  ( —  j ,    f  ( —  | ,    . . . ,   f  ( -^ )  •     H  n'y  a   pas   de   facteur   commun  k 

deux  de  ces  fonctions,  car  le  produit  de  toutes  ces  quantites  etant  diviseur 
de  Texpression  x^  —  1,  requation  a;"  =  1  aurait  des  racines  egales,  ce  qui 
n'a  pas  lieu.    Par  consequent,  la  fonction  (p{x)  doit  etre  divisible  par  le  produit 

qui  est  du  degre  fir;  eile  ne  saurait  donc  etre  d'uu  degre  inferieur:  ce  qu'il 
fallait  demontrer. 

Mais  toute  cette  demonstration  est  fondee  sur  la  supposition  de  Tirre- 
ductibilite  de  Tequation  qui  ne  contient  que  les  racines  primitives  de 
a;°=l;  donc,  en  conservant  les  notations  employees  plus  haut,  nous 
n'avons  que  ramene  Firreductibilite  de  F^(x)  k  celle  de  F^{x).  Cependant, 
par  le  meme  i^rocede,  Tirreductibilite  de  F^{x)  se  ramfene  ä  celle  de 
F^.{x),  oü  öj' =  r" s  ••■f',  et  en  continuant  ainsi  Ton  voit  que,  pour  com- 
pleter  la  demonstration  qui  est  l'objet  de  ce  paragraphe,  il  ne  s'agit,  enfin, 
que  de  prouver  Tirreductibilite  de  Fj[x)  oü  r  =  f.  Or  c'est  dejä,  fait  dans 
le  paragraphe  precedent,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  y  faisant  ^/ =  ^'' , 
Q  =  1,  et,  par  suite,  9  =  1. 

§  in. 

La  methode  que  je  viens  d'exposer  suffit  encore  pour  demontrer  le 
theoreme  plus  general  que  voici: 

Theoreme.  —  En  designant  par  n  im  nombre  entier  quelconque  et  par  a 
ime  racine  d'ime  equation  irreducühle  ä  coefficients  entiers  dont  le  premier  soit 
egal  ä  1;  en  supposant,  enfin,  que  le  determinant  de  cette  equation  soit  premier 
ä  n;  je  dis  que  V equation  qui  ne  contient  que  les  racines  jxrimitives  de  V equation 
a;"  =  1  reste  irreductihle,  meme  en  adjoignant  la  quantite  a;  cest-ä-dire,  qu'elle  ne 
peut  se  de'composer  en  facteurs  dont  le  degre  soit  inferieur  ä  celui  de  l'equation  et 
dont  les  coefficients  soient  des  fonctions  rationnelles  de  la  quantite  «. 

En  effet,  en  conservant  toujours  les  notations  employees  precedemment 
et  en  siipposant  que  l'equation  qui  ne  contient  que  les  racines  primitives  de 
l'equation   q^  =  l  reste  irreductible  en  adjoignant  la  quantite  a,   on  peut  se 
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servir  de  la  methode  exposee  pour  demontrer  le  theoreme  enonce,  si  Ton 
peut  prouver  que: 

L'expression  1 -\-  x^  +  x^''  +  •  •  •  +  x''~^^^  n'est  pas  decmyiposahle  en 
facteurs  d'im  moindre  degre  dont  les  coefficients  soient  des  fonctions  rationneUes 
des  deux  quantites  q  et  a. 

C'est  donc  h,  Faide  de  ce  second  theoreme  qu'on  poiirra  employer  les 
conclusions  du  paragraphe  precedent  povir  ramener  finalement  le  theorfeme 
enonce  plus  haut  k  un  cas  special  du  meme  theoreme,  savoir  ä  celui  oü  n 
est  une  puissance  d'un  nombre  premier.  Or  il  est  visible  que  pour  une  teile 
valeur  de  n  le  premier  theoreme  est  en  meme  temps  un  cas  special  du 
second  theoreme,  savoir  en  y  faisant  5  =  1,  et,  par  suite,  9  =  1.  II  ne 
s'agit  donc  que  de  prouver  generalement  ce  second  theorfeme,  en  supposant 
que  l'equation  F^{x)  =  0  reste  irreductible  en  adjoignant  la  quantite  a.  Ce 
qu'on  peut  faire  comme  il  suit. 

Supposons  que  le  theoreme  en  question  n'ait  pas  lieu  et  conservons 
les  notations  employees  dans  le  §  I.  Alors  on  aura,  comme  plus  haut,  les 
equations 

(1)  fix)==cp{x).iix), 

(p{x)  =  (ß  —  a)-(x  —  a')-(x  —  «')•••, 

(2)  .  .,  .„ 
il^{x)  ==  (x  —  a)-(x  —  a  )-(x  —  cj' )  •  •  -, 

OÜ  (p{x)  et  il){x)  designent  des  fonctions  entieres  de  x  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  rationneUes  des  deux  quantites  a  et  q.  Donc,  en  faisant 
x  =  l,  les  fonctions  cp(x)  et  ^(:c)  sont  reductibles  ä  la  forme  suivante 

9(1)  = 


(3)  ^ 

,,  B(«)  +  -B,  («)  9  +  B^{a)  Q^  +  ...  +  B^_j  (a)  e'-l 

oh.  M  ei  N  designent  des  nombres  entiers,  tandis  que 

A{a),  A^(a),  ^,(«),  .  .  .,  ^_,(«),        B{a),  i',(ß),  J5./«),  .  .  ,  i?,._X«) 

designent    des    fonctions    entieres    de    «    ä    coefficients    entiers    d'un    degre 
inferieur  ä  celui  de  l'equation  irreductible,   a   laquelle   satisfait  la  racine  a. 
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La  lettre  r  represente  le  degre  de  requation  irreductible  -F^,  (x)  =  0.  En 
outre,  on  peut  supposer  que  chacime  des  deux  fractions  (3)  soit  tellement 
reduite  que  le  denominateur  n'ait  aucun  diviseur  qiii  soit  en  meme  temps  un 
facteur  commun  de  tous  les  nombres  entiers  contenus  comme  coefficients 
dans  le  niunerateur. 

Or,  en  denotant,  pour  abreger,  par  Ä{a,  q)  et  B{a,  q)  respectivement 
les  numerateurs  des  denx  fractions  (3),  on  aura,  comme  plus  haut, 

(4)  Aia,Q)-B{a,Q)=p.MN, 

et,  en  suivant  tout  h  fait  la  marche  expliquee  dans  le  §  1,  on  arrive  k 
Tequation  correspondante  k  celle  du  §  I,  (6), 

(5)  A{af  +  AJu/q  +  M^f  ?'  +  •••  +  Ä^_^{afr'  =p.G(a,Q), 

G(a,  q)  designant  une  fonction  rationnelle  entifere  de  a  et  ^  k  coefficients 
entiers. 

En  vertu  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  on  sait  que  l'equation 
irreductible  F^{x)  =  0,  ä  laquelle  satisfait  la  racine  q,  jouit  de  la  propriete 
d'avoir  pour  coefficients  des  nombres  entiers  et  celui  du  premier  terme  egal 
a  1.  Donc  le  degre  de  F^{x)  etant  egal  h  r,  la  fonction  G{a,  q),  quel  que 
soit  son  degre  par  rapport  a  q,  peut  se  reduire  k  la  forme 

G(«,  q)  =  G(«)  +  (?,(«){.  +  G,(«)  ?'  +  •••+  G  _,(«)  i-\ 

G{a),  (tj(«),  G.^{a),  ...,  G^_^(a)  designant  des  fonctions  entiferes  de  c  ä  coeffi- 
cients entiers.     Donc  l'equation  (5)  peut  s'ecrire 

A{af+  A^{ay%  +  A.^{aY%'  +  •  •  •  +  ^^_^(«)''^^-^ 
=  i)G(a)  +  pG^(a)Q+pG^(a)Q'  +  •  •  •  +  i) G^_, («) /"' , 

ce  qui  entraine  les  egalites 

Aiaf       =pG{a), 
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Car    nous    avons    supposö    que    requation    jF'-(a:)  =  0,    a   laquelle    satisfait   la 
racine  q,  reste  irreductible  en  adjoignant  la  quantite  «;  lä  racine  q  ne  peut 
donc  satisfaire  ä  une  equatiou  d'un  degre  inferieur  a  celui  de  F^{x)  dont  les 
coefficients  soient  des  fonctions  rationnelles  de  «. 
Desiguons  maintenant  par 

tJ^ix)  =  0 

requation  kreductible  ä  laquelle  satisfait  la  racüie  a,  et  par  ß,  y,  ....  ö  ses 
autres  racines.  Puis  considerons  une  quelconque  des  egalites  (6),  par  exemple 
la  premiere,  et  posons,  en  denotant  par  X  le  degre  de  c&(a;), 

A{u)  ^  a  +  ha  -\-  ca'  -\ 1-  la'-\ 

a,  b,  c,  . . . ,  l  designant  des  nombres  entiers.  Alors  ou  a,  par  une  formule 
connue, 


<I>'(ci)     Z  —  a     ^     ^'{ßi      Z  —  ß     '  '      $'(6)      Z  —  0  ' 

oü  '^'{Z)  est  la  fonction  derivee  de  fI>{Z).  Designous  par  J  le  determinant 
de  requation  <L{Z)  =  0,  de  sorte  qu'on  ait 

^  =   $'(«)  .   0\ß)  .  0'(y)  .  .  .    0'(e)  , 

et  faisons 

W  (et)     Z  —  a  ^    '       •'  ' 

oü  'F(k,  Z)  est  evidemment  une  fonction  rationnelle  entiere  de  «  et  Z  ä 
coefficients  entiers.     Cela  pose,  l'equation  (7)  peut  s'ecrire 

^  •  ffl  +  z/  •  &Z  +  z/  •  cZ"  H +  ^  •  lZ'-~' 

=  ^(«)  •  'ii-(a,  Z)  +  A(ß)  .  W(ß,  Z)  +  ■  ■  •  +  A{e)  ■  'F(Ö,  Z) . 

En  comparant  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  variable  Z,  on 
obtient,  pour  chacun  des  coefficients  a,  h,  c,  ...,  l,  par  exemple  pour  le 
coefficient  h,  une  equation  de  la  forme 

z/ .  ;*  =  Äia)  .  F(«)  +  Aiß)  ■  V(ß)  +  .  .  .  +  ^(ö)  .  T'(0) , 

V{a)    designant    une    fonction    entiere    de    «    a    coefficients    entiers.      Elevons 
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cette  egalite  k  la  piüssance  ^/  et  reunissons  ceux  des  termes  du  second 
membre,  dont  les  coefflcients  sont  divisibles  par  p,  il  eu  r^sulte  iine  equation 
de  la  forme  suivante 

(8)  ^"^  ■  '*''  =  M-f  ■  n-f  +  Mßf  ■  v(ßf  +■■■  +  A,e/ .  vißf 

+  p-  W{a,ß,...,e), 

oü  W{a,  ß,  ...,  6)  designe  une  fonction  rationnelle  entiere  des  racines  «,  ß, ...,  6 
a  coefficients  entiers.  Or  il  est  visible  que  cette  fonction  est  symetrique; 
eile  se  r^duit  donc  a  un  simple  nombre  entier.  Designons  ce  nombre  par  P 
et  observons  qiie  «&(.<)  =  0  etant  irreductible,  Tequation  (6) 

A{a)"'  =pG{a) 
entraine 

Ä{ßf^pG{ß),  Ä(y/=^pG(Y),  ...,  ÄieY'^pGie). 

Donc,  en  faisant  usage  de  ces  egalites,  l'equation  (8)  se  change  en  celle-ci: 

(9)  j'' ■  ]/  =  p.{G («) .  Via/  +Giß).  v(ßf  + . . .  +  G (öj •  rief')  +P-P. 

L'expression  contenue  entre  les  parentheses  est  une  fonction  entifere 
symetrique  des  racines  «,  ß,  ...,  0  et  ä,  coefficients  entiers;  eile  se  reduit 
donc  k  un  simple  nombre  entier;  car  dans  l'equation  ^{x)  =  Q  (qui  a  pour 
racines  «,  ß,  ...,  6),  tous  les  coefficients  sont  supposes  etre  des  nombres 
entiers  et  celui  da  premier  terme  egal  ä  1.  Par  suite,  l'equation  (9)  entraine 
la  congruenee 

z/^'z/^O      {moA.p), 
et,  enfin,  /l  etant  supposö  premier  au  nombre  u  qui  est  divisible  par  p,  on  a 

/*  ^  0       (mod.  p) , 
c'est-a-dire:  11  fa%d  que  tms  les  coefficients  de  A(a)  soient  divisibles  par  p. 

On  peut  conclure  de  la  meme  maniere  que  tous  les  coefficients  con- 
tenus  dans  Ä^ («) ,  A.^{k),  . . .,  A^_^ («) ,  de  meme  que  les  coefficients  contenus 
dans    B{a),  B^{a),  B^^{ti),  ...,  B^._^{a)    doivent    etre    divisibles    par   p.      Les 

L.  Kronecker'a  Werke  I.  ^^ 
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quotients  et  seront,  par  suite,  des  fonctions  entiferes  de  «  et  9 

k  coefficients  entiers.    Donc,  en  posant 

l'expression  H(c(,  q)  sera  elle-meme  ime  fonction  entifere  de  «  et  9  a  coeffi- 
cients entiers;  et,  h  l'aide  de  cette  egalite,  l'equation  (4)  peut  s'ecrire 

P-H{cc,q)  =  MN. 

Or,  en  vertu  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  la  fonction  -ff(a,  o)  est 
reductible  a  la  forme 

H{a),  S^{a),  H^{a),  ...,  H^_^{a)  designant  des  fonctions  entiferes  de  «  et  q 
h  coefficients  entiers.     On  a  donc 

p  H{a)  +  p  H^{a)  q  +  p  H^_{a)  g' +  ■  ■  .  +  p  H^_^{u)  p^"^  =  31 N; 

en  ayant  egard  a  ce  que  nous  avons  suppose,  que  l'equation  irreductible 
du  degre  /•,  dont  q  est  une  racine,  reste  irreductible  en  adjoignant  la 
quantite  a,  on  en  conclut 

(10)  pH{a)  =  MN. 

Eappelons  encore  que,  dans  requation  irreductible  a  laquelle  satisfait  la 
racine  a,  tous  les  coefficients  sont  supposes  etre  des  nombres  entiers  et 
celui  du  premier  terme  egal  a  1.  Donc,  en  denotant  comme  plus  haut  par  X 
le  degre  de  cette  equation,  l'expression  II{a)  est  reductible  a  la  forme 

h,  \,  \,  . . .,  7t^_j  designant  des  nombres  entiers;  en  substituant  cette  valeur 
de  S[a)  dans  l'equation  (10)  et  en  observant  que  la  racine  «  ne  peut  satis- 
faire  ä  une  equation  rationnelle  d'un  degre  inferieur  a  A,  on  arrive  k  l'egalite 
suivante 

ph  =  MN. 

II   fallt  donc   qu'un   des   nombres   Jlf  ou   iV"  soit   divisible    par  p;   mais  nous 
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avons  prouve  qiie  tous  les  nombres  contemis  comme  coefficieuts  dans  ä(k,  q) 
et  JB(e(,  q)  sont  divisibles  par  ^j;  un  des  nombres  31  ou  N  aurait  donc  le 
facteiir  2^  commun  avec  tous  les  coefficients  de  Ä(a,  q)  et  B{a,  q),  ce  qui  est 
contre  Thypothese:  car  nous  avons  siippose  chacune  des  fractions  (3)  tellement 
reduite  que  le  denominateur  et  les  nombres  entiers  contenus  comme  coeffi- 
cients dans  le  niimerateiir  soient  debarrasses  de  tout  diviseur  commun. 


§  TV. 

Nous  avons  assujetti  dans  le  paragraphe  precedent  la  quantite  «  a  la 
condition  d'etre  la  racine  d'une  equation  irreductible  dont  le  determinant  soit 
premier  au  nombre  n.  Cependant  on  peut  encore  simplifier  cette  condition 
en  supprimant  le  mot  irreductible.  Car  nous  allons  voir  que  Tequation  irre- 
ductible ^{x)  =  0,  dont  a  est  une  racine,  remplit  la  condition  proposee,  si  le 
determinant  d'une  equation  quelconque 

h  laquelle  satisfait  la  racine  a  est  premier  ä  n. 
En  effet,  soit 

JP(a;)  =  $(a-).  W{x), 

W{x)  designant  (de  meme  que  F{x)  et  c&(a;))  une  fonction  entifere  de  a;  ä 
coefficients  entiers,  dont  le  premier  soit  egal  a  1.  Puis  denotons,  comme 
plus  haut,  par  a,  ß,  y,  ...,  6  toutes  les  racines  de  Tequation  ^(x)  =  0,  et 
par  a,  h,  c,  ...,  k  celles  de  l'equation  W{x)  =  0.  Alors,  en  d(5signant  par 
D,  A,  A^  respectivement  les  determinants  des  equations  i^(a:)  =  0,  f&(.r)=0, 
^(a;)=0,  et,  en  employant  les  notations  ordinaires  des  d^rivees  de  F{^), 
^j(a)  et  ^(x),  on  aura  Tegalite 

(1)  D  =  F\a)  F'iß)  ■  ■  ■  F\e)  ■  F\a)  F'(b)  ■  ■  ■  F'Qc)  . 

RemplaQons  les  facteurs  du  second  membre  par  leurs  valeurs  tirees  de  Taquation 

F'{x)  =  0'(x)  ^{x)  +  W(x)  ^{x) , 
et  observons  que 

0(cc)  =  0(ß)  =  . . .  =  $(öj  =  0 , 
et  semblablement 
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W{a)  =  W(l>)  =  ■■■  =  WQc)  =  0 . 
Alors  Fegalite  (1)  se  change  en  celle-ci: 

D  =  $'(«)  ^(«)  •  ^'(ß)  ''^iß)  ■  •  •  ^'(Ö)  'P'(Ö) 
X  W(a)  9{a)  •  W(b)  0{b)--  W(k)  $(ä)  , 

equation  qui  peut  s'eerire  comme  il  suit: 

J»  =  z/z/j  •  W(a)  W(ß)  ■  ■  ■  W(e)  ■  *(a)  0{b)  ■  ■  •  ^(7>)  . 

Les  produits  dans  le  second  membre  se  reduisent  evidemment  h,  de  simples 
nombres  entiers,  d'oü  il  suit  que 

D  divisible  par  J  z/j  . 

Donc  si  D  est  prämier  h  un  nombre  quelconque  n,  le  determinant  zl  jouit 
de  la  meme  propriete;  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

D'aprfes  ce  que  nous  venons  d'exposer,  on  peut  enoncer  le  theoreme 
g^neral  du  paragraphe  precedent  de  la  manifere  suivante: 

Tous  les  facteurs  irreductibles  de  Vexpression  x"  —  1  restent  irre'ductibles 
meme  si  Von  adjoint  une  quantite  a  qui  satisfait  ä  une  equation  ä  coefficients 
entiers  dont  le  preynier  est  Vunite,  pourvu  que  le  determinant  de  cette  equation  soit 
un  nombre  premier  ä  n. 

Pour  domier  une  seule  application  de  ce  theorfeme,  supposons  que  « 
soit  une  racine  primitive  de  Fequation  x"'  =  1,  Donc,  le  determinant  de  cette 
equation  etant  egal  a  w»",  les  conditions  du  th^orfeme  seront  remplies  si  Ton 
suppose  que  m  soit  premier  ä  n.  D'oü  Ton  voit  que:  tous  les  facteurs  irre- 
ductibles de  l'expression  x"  —  1  restent  irre'ductibles  en  adjoignant  tme  racine  primi- 
tive de  Vunite  dont  Vexposant  est  premier  ä  n.  Or  il  est  visible  que  celui  des 
facteurs  de  la  fonction  x"  —  1,  que  nous  avons  designe  par  t\{x),  cesse  d'etre 
irreductible  si  Ton  adjoint  une  racine  primitive  de  l'unite  teile  que  son  ex- 
posant  ait  un  diviseur  commun  avec  le  nombre  n.  On  a  donc,  enfin,  ce  re- 
sultat  qui  comprend  comme  cas  special  le  theorfeme  enonce  dans  le  §  I: 

Afin  que  Ve'quation  qui  ne  contient  que  les  racines  primitives  de  Veqiiation 
x"  —  1  devienne  reductible  en  adjoignant  une  racine  primitive  de  Vunite,  il  faut 
et  il  suffit  que  Vexposant  de  cette  racine  ait  un  diviseur  commun  avec  le  nombre  n. 
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DEMONSTEATION  D'UN  THEOREME  DE  M.  KUMMER. 


Dans  son  Memoire  sur  la  Theorie  des  nombres  complexes  composes 
de  racines  X'™"  de  Funit^  et  de  nombres  entiers,  M.  Kummer  a  donne  le 
th^oreme  important  que  voici*): 

La  cmdition  ne'cessaire  et  süffisante  powr  que  le  premier  facteur  du  nombre 
des  classes  H  soit  divisible  par  X,  consiste  en  ce  qu'un  quelconque  des  ~  premiers 
nombres  hernoulliens  soit  divisible  par  X. 

On  peut  d^montrer  ce  theorfeme  d'une  manifere  trfes-simple.  En  eflfet, 
si  Ton  conserve  les  notations  de  M.  Kummer**),  tout  se  reduit  k.  examiner 
si  la  congruence 

H/"-')  =  \  +  hy"-'  +  ■■■  +  h-,  ■  /^-^^•'^-">  =  0        (mod.  X), 
est  ou  n'est  pas  satisfaite  pour  une  quelconque  des  valeurs  de 

w  =  1,  2,  3,  .  ..,  (i. 
DonC;,  puisqu'on  a***) 

il  s'agit  d'examiner  la  congruence 


*)   Voir  ce  Journal,  tome  XVI,  page  479. 

**)   Voir  ce  Journal,  tome  XVI,  page  475. 

***)  Voir  ce  Journal,  tome  XVI,  page  474. 
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(I)  ^■H7"'~')  =  ^iYn-r-7,)-y'"'~'^'  =  0  (mod.A'), 

oü  le  signe  de  sommation  s'etend  a  toutes  les  valeurs  de 
/c  =  0,  1,  2,  3,  ...,  (A  —  2). 
Partons  de  Fegalite  identique 

/  —  (y'  -  yj  =  y, . 

En  elevant  les  deux  membres  ä  la  puissance  2«  et  en  observant  que  le 
nombre  entier  (y''  —  j'J  est  un  multiple  de  X,  on  obtient  la  congruence 

y       —2ny  (y    —  y^)  =  y^    ,         (mod.  A  ) , 

ou 

(1  -  2m) /"'"  +  2w y^  j/<^"->'*  =  yl''         (mod.  A')  . 

Rempla^ons  it  par  (Ä:  —  1)  et  multiplions  par  y"'" ,  il  vient 

ao     \       2ni      I      r,  (2«— 1)A  +  1 in      2n  /  i      ,2\ 

—  2>0y       +  Sm/j^j/  ^  =y     n_i         (mod.  A). 

En  retranchant  de  cette  congruence  celle  qui  precfede,  on  obtient 

2"(y^^_i  -  yj  y'"""^'*'  =  y"'ViÜi  -  J'i "        (mod.  a')  . 
Donc  on  aura  de  meme 

2n  2(yy,_,  -  r,)/'"-"'  =  ^"2;^^:,  -  Uy;"         (mod.  A^) . 

Or,  comme  les  nombres  y^^,  y^,  y^^,  . . .,  y^_^^  et  1,2;,  3,...,  (A.  —  1)  sont  les 
memes  a  l'ordre  pres,  on  a  enfin 

(II)  2nS{yy^_^  -  y,)/'"''^'  =  (/"  -  l)-(l"'  +  2'"  +  •  ■  •  +  (A  -  l)'^")         (mod.  a')  . 

Le  nombre'  2n  est  moindre  que  X.  On  voit  donc  que  la  discussiou  de  la 
congruence  (I)  se  reduit  k  la  question  si  le  second  membre  de  la  congruence  (II) 
est  divisible  par  X^.     Cela  n'a  pas  lieu  pour  la  valeur 

2w  =  2fi  =  A  —  1. 
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Car,  suivant  Thypothese  (faite  par  M.  Kummer)  que  j^"  +  1  ne  soit  pas  divi- 
sible  par  X^,  le  nombre  (j'^'' — 1)  ne  contiendra  qn'ioie  fois  le  facteur  X,  et, 
en  vertu  du  theoreme  de  Fermat,  la  somme 

l'-' +2'-' +  ■■■  +  (?.-!)'-' 
sera  congrue  a  —  1  suivant  le  module  X.    Ensuite,  pour  decider  si  le  produit 

(/"  -  1).{1'^  +  2'"  +  .  .  .  +  {X  -  If) 

est  divisible  par  X^  pour  uue  des  valeurs  de  n  =  1,  2,  . . .,  {^  —  1),  observons 
que,  dans  ces  cas,  le  nombre  {y^"  —  1)  n'est  pas  divisible  par  X,  et  que  Tex- 
pression  connue  de  la  somme 

l'"  +  2'" +■■■-]- {x  -  If" 

eu  fouction  rationuelle  entiere  de  x,  fournit  la  congruence 

12"+  2""  -^ \-  (X—  1)-"=  ±B„-X        (mod.  a')  , 

B„  designant  le  nombre  bernoullien  »""".  Donc,  pour  que  la  congruence  (I) 
ait  lieu  pour  une  quelconque  des  valeurs  de 

«  =  1,2,3,...,^, 

il  faut  et  il  suffit  que  la  congruence 

B„  =  0        (mod.  l) 

soit  satisfaite  pour  une  quelconque  des  valeurs  de  n  =  1,2,  . . .,  (^i  —  1);  ce 
qu'il  fallait  demontrer. 


L.  Kronecker'B  Werke  I. 
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M.  Leopold  KRONECKER. 


Liouville,  Journal  de  mathematiques  pures  et  appliquees,  S6r.  II,  Tome  1  p.  399 — 400. 


DEMONSTRATION  DE  L'IRREDUCTIBILITE  DE  L'EQUATION 

^„_,  ^  ^„_,  _f_ . . .  +  1  =  0,  OU  «  DESIGNE  UN  NOMBRE  PREmER. 


Si  Texpression  a:"~'  +  x"~'  +  •■•  +  !  etait  le  produit  de  deux  poly- 
nömes  a  coefficients  entiers  (p{x)  et  i^(x),  on  obtiendrait,  en  faisant  x  =  1, 
requation 

»  =  g,(l).^(l). 

II  resulte  de  la  que  riin  des  nombres  entiers  ^(l)  et  i>{l)  doit  etre  egal  a 
+  1  et  Fautre  h.  +  n.     Supposons  que  Ton  ait 

9(1)  =  +  1  • 
Puis  designons  par  m^  un  nombre  entier  positif  tel  que  la  congruence 

Tc-m^^  1  (mod.  ii) 

soit  satisfaite,  Tc  etant  un  quelconque  des  nombres  1,  2,  3,  . . .,  ?^  —  1.    Enfin 
soit  CD  une  des  racines  de  l'equation 

x"-'  +  x"-'  +  ...  +  1  =  0, 
qui  fönt  evanouir  le  facteur  fp{x).     Cela  pose,  on  aura  Tegalite 

9p(k»  '"*)  =  (p{co)  =  0. 

D'oü  Ton  voit  que  Texpression  (p{x'"'')  s'annule  pour  x  ^  a^ ,  c'est-a-dire  qu'elle 
contient  le  facteur  x  —  cj*.     Donc  le  produit 

(I)  fp {x"')  ■  (p {x""-)  ■  ■  ■  cp (/"«-') 
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sera  divisible  par 

{x  —  co)-(x  —  a  )  ■  ■  •  (x  —  a"~^) , 


c'est-a-dire 


^^-'  +  x"-'  +  •••  +  !. 


Ce  produit  est  une  fonctiou  eutiere  de  r  a  coefficients  entiers.  Par  suite, 
en  designant  cette  fonction  par  P(x),  le  quotient  qu'on  obtieut  en  divisant 
P{x)  par  x'"~^  +  a?"~"  +  •••  +  !  sera  lui-meme  une  fonction  entifere  de  x  a 
coefficients  entiers.  Or,  si  Ton  fait  x  =  l,  il  en  resulte  que  le  quotient 
— ^  devrait  etre  egal  a  un  nombre  entier;  ce  qui  est  impossible,  car  nous 
avons  suppose  que  Ton  a 

<p{l)  =  ±l, 
et  par  suite 

P(l)  =  g)a)""  =  l- 

On  voit  aisement  qu'on  peut  appliquer  le  meme  raisonnement  ä 
l'equation  qui  ne  contient  que  les  racines  primitives  de  l'equation  x"  =  1, 
si  n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier. 


ZWEI  SÄTZE  ÜBER  GLEICHUNGEN  MIT 
GANZZAHLIGEN  COEFFICIENTEN. 


VON 


L.  KRONECKER 

zu  BERLIN. 


Grelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  5.3,  S.  173  — 175. 


ZWEI  SÄTZE  ÜBEK  GLEICHUNGEN  MIT  GANZZAHLIGEN 

COEFFICIENTEN. 


I.  Wenn  die  Wurzeln  einer  ganzzahligen  Gleichung,  iu  welcher  der 
erste  Coefficient  Eins  ist,  alle  imaginär  und  ihre  analytischen  Moduln  sämmt- 
lich  gleich  Eins  sind,  so  müssen  dieselben  stets  Wurzeln  der  Einheit  sein. 

Beweis.     Es  seien 

a,    h,    c,    .  .  . 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 

F{x)  =a;-—  ^x''~'  +  JSa;""'—  Cx"'^ -{ +  N  ==  0  , 

in  welcher  A,  B,  C,  . . .  N  ganze  Zahlen  bedeuten.  Da  nun  die  Wurzeln 
a,  b,  c.  ...  lauter  imaginäre  Grössen  mit  dem  Modul  Eins  sein  sollen,  so 
setze  man,  indem  man  V  —  i  mit  i  bezeichnet: 

a  =  cos  «  -}-  «  sin  ß ,     b  =  cos  ß  +  «  siu  ß,     c  =  cos  y  -\-  i  sin  y ,  .  . .     . 

Alsdann  erhält  man,  wenn  die  Coefficienten  A,  B,  C,  ...  durch  die  Wurzeln 
ausgedrückt  werden: 

Ä  =  cos  ß  +  cos  ß  -\-  cos  y  -\-  ■  •  ■ , 

B  =  cos  (a  -\-  ß)  -\-  cos  («  +  y)  +  cos  {u  -\-  Ö)  -\-  ■  ■  ■ , 

C  =  cos  (ß  +  /3  +  y)  +  cos  (ß  +  /5  +  ö)  H , 


L.  Kronecker's  Werke  I. 
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Also    muss  A   gleich    einer    Summe    von  n   Grössen   sein,    deren   jede 
nicht  kleiner  als  —  1  und  nicht  grösser  als  +  1  ist.     Ebenso  muss  B  gleich 

einer  Summe  von    ^  "~       solchen  Grössen   sein,    C  gleich  einer  Summe  von 

nin—  i)(n  —  2)    g^^gj^gj^  ßrössen  u.  s.  w.     Da  aber  A,  B,  C,  ...  ganze  Zahlen 

sein  sollen,  so  sieht  man,  dass  jeder  Coefficient  der  Gleichung  F{x)  =  0  nur 
eine  begrenzte  Anzahl  von  Werthen  haben  kann;  und  das  Product  aller 
dieser  Anzahlen  giebt  offenbar  die  Anzahl  aller  derjenigen  WerÜxsystevie  an, 
vrelche  den  Coefficienten  A,  B,  C,  . . .  überhaupt  zukommen  können.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  es  für  jeden  bestimmten  Grad  n  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Gleichungen  gehen  kann,  ivelche  die  im  obigen  Satze  angegebenen  Bedingungen 
erfüllen. 

Die   Anzahl    aller    dieser   Gleichungen    w*™   Grades    sei  r,   und    es    sei 
ferner  für  irgend  eine  ganze  Zahl  h : 

F^{x)  ={x  —  a*)  •  {x  —  6*)  •  (a;  -  c  V  •  •     • 

Dann  genügt  auch  die  Gleichung  I'\{;x)  =  0  allen  in  dem  obigen  Satze  ge- 
machten Voraussetzungen.  Denn  erstens  sind  die  Coefficienten  dieser  Glei- 
chung als  symmetrische  Functionen  von  a,  b,  c,  ...  offenbar  ganze  Zahlen, 
und  zvpeitens  sind  die  analytischen  Moduln  ihrer  Wurzeln: 

a^  =  coslcK -\- i  sinJca,     h'' =  coskß -{- i  sinl-ß ,     c=  coslcy -\-  i  sin  Jcy ,     ... 

sämmtlich  gleich  Eins.  Folglich  müssen  mindestens  zwei  unter  den  Glei- 
chungen : 

F{x)  =  0,     F^{x)=0,    F^(x^==0,     ...,     j;^,(a;)  =  0 

identisch  sein,  d.  h.  es  muss  zwei  von  einander  verschiedene  Zahlen  /;  und  k 
geben,  für  welche  F,X-f)  =  I'\i-'r)  ist.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  F^(.r)=0, 
nämlich: 

a  ,    h  ,    c  ,    ... 


müssen  daher  mit  den  Wurzeln  der  Gleichung  F^.(a;)  =  0,  niimlich  mit: 

a  ,    0  ,    c  ,    ■  .  ■  , 
abgesehen  von  der  Ordnung,  übereinstimmen. 
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Für  irgend  eine  Grösse  der  ersten  Reihe  z.  B.  a'  sei  nun  6*  diejenige 
aus  der  zweiten  ßeüie,  welche  derselben  gleich  wird,  so  dass  ci'  =  i^  ist. 
Ebenso  sei  c  diejenige  unter  den  {n  —  1)  noch  übrig  bleibenden  Grössen 
a  ,  c  ,  d  ,  ...  der  zweiten  Eeihe,  die  gleich  h' ,  d  diejenige  von  den  (« — 2) 
Grössen  a  ,  d  ,  . . . ,  welche  gleich  c '  ist  u.  s.  w.  Wenn  man  so  fortfährt, 
muss  man  offenbar  auch  zu  einer  Gleichung  kommen,  in  welcher  a  auf  der 
rechten  Seite  steht.  Man  erhält  also  ein  System  von  Gleichungen  von 
folgender  Form: 

h  ik         Th  k  h  ^k  h  k 

a   ^  0  ,     0  =  c  ,     c  ==  d  ,    .  . .,     m  =  a  . 

Wird  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  mit  jt  bezeichnet,  und  eliminirt  man 
aus  denselben  die  (fi  —  1)  Grössen:  b,  c,  d,  ...  m,  so  erhält  man,  wie  leicht 
zu  sehen: 

a  =  1 . 

Da  nun,  wie  oben  bemerkt,  h  und  A:  von  einander  verschiedene  ganze 
Zahlen  sind,  so  zeigt  diese  Gleichung,  dass  a  in  der  That  eine  Wurzel  der 
Einheit  ist;  und  dieses  Resultat  gilt  offenbar  für  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
F{x)  =  0,  da  a  ganz  beliebig  unter  denselben  gewählt  worden  ist. 

IL  Wenn  eine  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficienten,  von  denen 
der  erste  gleich  Eins  ist,  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  die  in  den  Grenzen 
—  2  und   +  2  liegen ,  die  also  durch 

2  cos  K,    2cos/3,    2  005^,    ... 

dargestellt  werden  können,  so  stehen  die  Winkel  a,  /3,  j'  ...  sämmtlich  in 
commensurablem  Verhältniss  zu  einem  Rechten. 

Beweis.     Es  sei 

*(2/)  =  0 

eine  Gleichung  von  den  angegebenen  Eigenschaften,  und 

2  cos«,    2  cos /?,    2cosy,    ... 

14* 
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die  Wurzeln  derselben.  Wenn  man  nun  den  Grad  von  '/'(//)  mit  i>  be- 
zeichnet, und  man  setzt: 

x".9(x+],)  =  F{x), 

so  ist  F{x)=0  offenbar  eine  Gleichung,  in  welcher  alle  Coefflcienten  ganze 
Zahlen  sind  und  der  erste  derselben  gleich  Eins.  Ferner  sieht  man  leicht, 
dass  die  Wurzeln  dieser  Gleichung: 

cos  ß  +  i  sin  a  ,     cos  /3  +  i  sin  ß  ,     cos  7  +  i  sin  y ,     ... 

sind,  also  lauter  imaginäre  Grössen  mit  dem  Modul  Eins.  Somit  genügt  die 
Gleichung  F(x)  =  0  allen  in  dem  obigen  ersten  Satze  aufgestellten  Be- 
dingungen, und  durch  Anwendung  desselben   ergiebt  sich,   dass  die  Wurzeln: 

cos  ß  +  i  sin  a ,    cos  ß  +  i  sin  ß ,    ... 

sämmtlich  Wurzeln  der  Einheit  sein  müssen;  ein  Eesultat,  aus  welchem  die 
zu  beweisende  Eigenschaft  der  Winkelgrössen  a,  ß,  y,  ...  unmittelbar  her- 
vorgeht. 


ÜBER  COMPLEXE  EINHEITEN. 


VON 


L.  KRONECKER. 


Grelle,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  53,   S.  176 — 181. 


ÜBER  COMPLEXE  EINHEITEN. 


Es  ist  von  Herrn  Kummer  zuerst  gezeigt  worden,  dass,  wenn  X  eine 
ungrade  Primzahl  ist,  jede  complexe  Zahl,  welche  aus  Wurzeln  der  Glei- 
chung: x^  =  \  gebildet,  und  deren  Norm  gleich  Eins  ist,  durch  Multiplication 
mit  einer  dieser  Wurzeln  reell  gemacht  werden  kann.  Die  dabei  von  Herrn 
Kummer  gegebene  Beweismethode  dürfte  indess  kaum  zu  einer  Anwendung 
auf  den  Fall  geeignet  sein,  in  welchem  X  eine  beliebige  zusammengesetzte 
Zahl  ist.  Ich  werde  nun  im  Folgenden  mit  Hülfe  ganz  andrer  Principien 
die  analoge  Eigenschaft  der  complexen  Einheiten  für  diesen  allgemeineren  Fall 
herleiten;  eine  Eigenschaft,  die  noch  dadurch  ein  besonderes  Interesse  erhält, 
dass  die  Kenntniss  derselben  bei  der  Anwendung  der  Theorie  der  complexen 
Zahlen  auf  algebraische  Untersuchungen  als  unumgänglich  nöthig  erscheint. 

Bezeichnet  man  mit  n  eine  ganze  Zahl,  welche  entweder  ungrade  oder 
durch  4  theilbar  ist,  und  mit  a,  h,  c,  ...  alle  diejenigen  unter  den  Zahlen 
2,  3,  4,  ...n  —  1,  welche  relative  Primzahlen  zu  n  sind,  so  sind  bekanntlich: 


die   sämmflichen    primitiven   Wurzeln   der   Gleichung:    a;"  =  l,    wenn   co  irgend 
eine  derselben  bedeutet*).    Ferner  sind  in  der  Gleichung: 


*)  Der  Fall,  wo  n  =  2m  und  m  ungrade  ist,  wird  deshalb  ausgeschlossen,  weil 
für  solche  Werthe  von  n  eine  primitive  «'*  Wurzel  der  Einheit  sich  auf  eine  primitive 
Hj*^  Wurzel  der  Einheit,  mit  negativem  Vorzeichen  genommen,  reducirt;  so  dass  also 
in  diesem  Falle  die  aus  Wurzeln  der  Gleichung:  x"  =  1  gebildeten  complexen  Zahlen 
stets  als  solche  betrachtet  werden  können,  welche  aus  Wurzeln  der  Gleichung:  x"=l 
zusammengesetzt  sind. 
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(I.)  {x  —  a)  ■  (,r  —  fo"  '  •  Cr  —«'')•  (x  —  co')  •  •  ■  ==  0 

die  Coefficienten  der  verschiedeueu  Potenzen  von  x  sämmtlich  ganze  Zahlen, 
und  es  folgt  hieraus,  dass  jede  ganze  symmetrische  Function  der  Grössen 
CO,  a",  a'' ,  ....  mit  ganzzahligen  Coefficienten,  einer  ganzen  Zahl  gleich  ist. 
Endlich  erinnere  ich  noch  daran,  dass  die  Gleichung  (I)  (wie  ich  in  einem 
im  19ten  Bande  des  LiouviUe'' sehen  Journals  abgedruckten  Aufsätze^)  be- 
wiesen habe)  irreductibel  ist,  und  dass  daher  jede  Gleichung,  welche  ausser  « 
nur  ganze  Zahlen  enthält,  noch  gültig  bleiben  muss,  wenn  für  die  Grösse  oj 
irgend  eine  Potenz  derselben  substituirt  wird,  deren  Exponent  relative 
Primzahl  zu  n  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  können  nunmehr  die  üblichen  Benennungen  und 
Zeichen  ohne  Weiteres  auf  die  aus  w'°°  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten 
complexen  Zahlen  übertragen  werden.  Wenn  nämlich  f{oj)  irgend  eine  solche 
complexe  Zahl  d.  h.  eine  ganze  ganzzahlige  Function  von  oj  ist,  so 
sollen: 

/•(o),    f{aT.    /■(«)''  •••, 

„die  einander  conjugirten  complexen  Zahlen"  heissen,  imd  das  Product  derselben 
soll  „die  Norm"  von  f{oj)  genannt  und  mit:  Nf{c,i)  bezeichnet  werden.  Diese 
Norm  ist,  weil  sie  die  Wurzeln  oj,  ca",  a  ,  ...  symmetrisch  enthält,  eine 
ganze  Zahl.  Ferner  sollen  diejenigen  ganzen  complexen  Zahlen,  deren  Norm 
gleich  Eins  ist,  „complexe  Einheiten",  und  die  einfachsten  unter  denselben, 
nämlich : 

+  1 ,     +  ro  ,     +  »-,     +'■''1     •  •  • )     i  ^"~ 
„einfache  Einheiten"  heissen. 

Wenn  nun  -E(ca)  irgend  eine  complexe  Einheit  bedeutet,  so  wird  das 
üi  Bezug  auf  ra,  o",  0/,  ...  symmetrische  Product: 

(II.)  [x  ■  E{a)  —  Eip'))  ■  [x  ■  E{a)  -  E^a"))  ■  {x.  ■  E{a)  —  Eim'"))  ■  ■  ■ 


')  Liouville,   Jourual  de  matht^mjitiquos  I,   tonie  l'J,  pag.  177  — 192.  S.  75 — 92  dieser  Ausgabe 
von  L.  Kronecl;er's  Werken.  H. 
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uach  Potenzen  von  x  entwickelt,  offenbar  eine  ganze  ganzzahlige  Function 
von  X  ergeben,  in  welcher  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  x  die 
Norm  von  E{ci)  also  Eins  ist.  Bezeichnet  man  diese  Function,  oder,  was 
dasselbe  ist,  das  Product  (IL)  mit  F(x),  so  sind: 

E{(a~^)         Ejar")         E{ca~''\ 
E{a)     '        Eim")   '        E{a)    ' 

die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung:  F(^x)  =  0;  und  da  die  analytischen 
Moduln  aller  dieser  Wurzeln  gleich  Eins  sind,  so  erfüllt,  wie  man  sieht,  die 
Gleichung:  F(x)=0  alle  Bedingungen  des  ersten  der  beiden  Sätze,  welche 
ich  in  der  vorstehenden  Abhandlung')  bewiesen  habe.  Es  muss  daher  eine 
ganze  Zahl  m  geben,  für  welche 

(E{a,-')\"'_  ^ 

\  E{a>)   ) 

ist.    —    Wenn   man   nun  mit  q  irgend  eine   primitive  Wurzel  der  Gleichung: 

a;'"'"=  1 

bezeichnet,  so  lässt  sich  bekanntlich  jede  7h'°  und  jede  }/"  Wurzel  der 
Einheit    als    Potenz    von    q    darstellen.      Es    sei    demnach    q     diejenige    w*° 

Wurzel  der  Einheit,  welcher  -~-^  gleich  wird,  so  dass: 

E{to)      " 
(III.)  E{a-')  =  Q''-E{a), 

und  es  sei  ferner  a  =  q  ,  also: 

E{q-')  =  9   ■  E{9')  . 

In  dieser  Gleichung  kann  —  wenn  das,  was  ich  oben  über  die  Eigenschaften 
der  Gleichung  der  primitiven  «'™  Wurzeln  der  Einheit  gesagt  habe,  auf  die 
primitiven  Wurzeln  der  Gleichung:  a;'""  =  l  angewendet  wird  —  für  p  auch 
Q^  gesetzt  werden,  sobald  r  relative  Primzahl  zu  m-n  ist.  Wenn  dies  ge- 
schieht, und  alsdann  für  q^  wieder  ca  eingesetzt  wird,  so  erhält  man: 
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E{(o~')  =  p'^  '^  •  E(^o/)  . 
Die  Gleichung  (III.) >  zur  >-"'°  Potenz  erhoben,  giebt  aber: 

E(a}'')''  =  q''"'-  E{coy, 
und  die  Combination  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen: 

(IV.)  Eia)  ■  E{co-^j  =  E{m-')  ■  E{<4 , 

welche  Gleichung,  wie  ich  nochmals  erwähne,  für  jede  Zahl  r  gültig  sein 
muss,  die  relative  Primzahl  zu  m-n  ist. 

Bezeichnet  man  nun  mit  jj-  den  grössten  aller  derjenigen  Divisoren 
von  m,  welche  relative  Primzahlen  zu  yi  sind  (so  dass  also  auch  ja  =  1  sein 
kann),  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Zahlen  ^  —  n,  fi  +  »^  und,  wenn  n 
grade  ist,  auch  fi  +  2«  relative  Primzahlen  zu  m  und  h  sind.  Man  kann 
also  in  der  Gleichung  (IV.)  für  r  diese  drei  Zahlen  nach  einander  einsetzen 
und  erhält  dann,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  a''~" ,  c,/  ",  a^  ^''  sämmtlich 
gleich  o/,  und  cd"'"    ",  a)"""",  co~'''~' "  sämmtlich  gleich  co~''  sind: 

E{a")-E(a-'f"'  =  £(cj"'')  •£((»>"-''  , 
J?(a3'")-JE'((D"')""^"  =£"(«"'')•  £(03)"+'"  , 
Eica")  ■  Eia^f^'"  =  -^(ß-")  ■  £(«)"  +  "*. 

Die  letzte  dieser  drei  Gleichungen  gilt  aber  nur,  wenn  n  grade  ist.  Dividirt 
man  dieselbe  durch  die  zweite,  so  erhält  man  für  diesen  Fall: 

jE'(ft)"  )  =  E{ai)  , 

und  wenn  man  die  Wurzel  auszieht: 

(V.)  •  £(«-')  =  ö'-£(cj), 

wo  h  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Ferner  erhält  man  für  den  Fall,  wo  n  un- 
grade ist,  indem  man  die  zweite  jener  drei  Gleichungen  durch  die  erste 
dividirt: 
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_E(o3-')'"=£(c3)'", 

lind  wenu  man  die  Wurzel  auszieht: 

(VI.)  E{(a-^)  =  ±m  ■  £io)  , 

WO  h  eine  ganze  Zahl  ist.  Man  sieht  also,  dass,  soivohl  ivenn  n  grade  als 
ivemi  es  ungrade  ist,  jede  aus  n""  Wurzeln  der  Einheit  gebildete  coniplexe 
Einheit,   durch  die  rcciproke  dividirt,   als   Quotient  eine  einfache  Einheit  ergiebt. 

Mit  Hülfe  dieses  Resultats  lässt  sich  nunmehr  folgender  Satz  beweisen: 

„Jede  cmnplexe,  aus  Wurzeln  der  Gleichung  .x"  =  1  gebildete  Einheit  kann  durch 
„MultiplicaUon  mit  einer  Wurzel  der  Einheit  reell  gemacht  tverden.  In  dem 
„Falle,  u'o  n  die  Potenz  einer  einfachen  Primzahl  ist,  sind  die  n""  Wurzeln 
„der  Einheit  selbst  hierzu  im  Allgemeinen  erforderlich  und  stets  ausreichend. 
„Enthält  aber  die  Zahl  n  verschiedene  Primfactoren ,  so  bedarf  man,  wenn  n 
„grade  ist,  noch  der  2n'"',  und,  wenn  n  ungrade  ist,  noch  der  An""  Wurzeln 
„der  Einheit/' 

Ich  werde  zuerst  darthun,  dass  in  den  drei  unterschiedenen  Fällen  die 
erwähnten  Arten  von  Wurzeln  der  Einheit  im  Allgemeinen  erforderlich  sind. 
Zu  diesem  Behufe  werde  ich  für  jeden  der  drei  Fälle  eine  specielle  Einheit 
e(o)  angeben  und  in  Bezug  auf  diese  zeigen,  dass  eine  Wurzel  der  Einheit  v, 
für  welche  ^-6(03)  reell  wird,  nicht  zu  einem  kleineren  Exponenten  als  resp. 
zu  n,  2n  und  An  gehören  kann. 

Im  ersten  Falle,  wo  n  eine  Primzahlpotenz  ist,  nehme  mau  für  e((o) 
die  complexe  Einheit: 

1    +    C3   -(-   £0"  -j-   •   •  •   +    c"    "  • 

Wenn  nun  v-e(co)  reell  sein  soll,  so  muss  offenbar: 

f-e(«)  =  v~  -6(0"  ) 


sein,  also: 


y2  ^  g('"    ) . 
e((B) 
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Setzt  man  hierin  für  e{(o)  und  e(oj~^)  ihre  Werthe,  so  erhält  man: 


woraus   unmittelbar  hervorgeht,   dass   keine  niedrigere  Potenz   von  v  als  die 
«'®  gleich  Eins  werden  kann. 

In  den  andern  beiden  Fällen,  wo  n  verschiedene  Primzahlen  enthält, 
ist,  wie  leicht  zu  sehen,  (1  —  k»)  eine  Einheit.  Soll  diese  nun  durch  Multi- 
plication  mit  einer  Wurzel  der  Einheit  v  reell  werden,  so  muss 

v-{l  —  co)  =  v~  •  (1  —  co~  ) 
sein,  also: 


Für  ein  grades  n  wird:  ( — oj"')  =1,  also  v""  =  1,  imd  es  ist  dies  auch 
offenbar  die  niedrigste  Potenz  von  v,  welche  gleich  Eins  wird,  weil  sonst 
auch  eine  niedrigere  Potenz  von  (—  a'^)  als  die  »*°  gleich  Eins  werden 
müsste.  Wenn  aber  n  ungrade  ist,  so  ist  klar,  dass  erst  die  2«*"  Potenz 
von  (—  oj"^)  gleich  Eins  wird^  dass  also,  da  v^  =  —  w"^  ist,  erst  die  4«'^ 
Potenz  von  v  gleich   Eins  werden  kann. 

Ich  werde  nunmehr  ziceitens  zeigen,  dass  die  in  dem  obigen  Satze  an- 
gegebenen Arten  von  Wurzeln  der  Einheit  stets  ausreichend  sind,  um  durch 
Multiplication  mit  denselben  jede  eomplexe  Einheit  reell  zu  machen.  Zu 
diesem  Zwecke  werde  ich  der  Reihe  nach  beweisen,  dass 

1)  wenn  n  grade  ist,  stets  Wurzeln  der  Gleichung:  x'"  =  1,  aber,  wenn 
es  eine  Potenz  von  2  ist,  schon  Wurzeln  der  Gleichung:  a;"  =  1  aus- 
reichen, und  dass 

2)  wenn  n  ungrade  ist,  stets  Wurzeln  der  Gleichung  x^"  =  \,  aber, 
wenn  es  Primzahlpotenz  ist,  schon  Wurzeln  der  Gleichung:  x"  =  1 
ausreichen. 

Es  erschöpft  dies  offenbar  alle  in  dem  Texte  des  zu  beweisenden 
Satzes  angegebenen  Resultate,  die  ich  aber  dort  um  der  bessern  üeber- 
sichtlichkeit  willen  theils  zusammengefasst,  theils  anders  angeordnet  habe. 
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1.  Die  Gleichung  (V.),  welche  sich  für  jede  Einheit  E(oj)  als  noth- 
wendig  ergeben  hatte,  wenn  n  grade  angenommen  wurde,  lässt  sich  offenbar 
in  folgender  Form  darstellen: 

(VII.)  oo~ ^ •  E{c}-^)  =  co"-  E{co)  . 

Hieraus  ersieht  man  sofort,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  n  grade  ist, 

stets  eine  Wurzel  der  Einheit:  ca"  d.  h.  also  eine  gewisse  Wurzel  der  Glei- 
chung: 03^"=  1  ausreicht,  um  durch  Multiplication  mit  derselben  eine  Einheit 
E[n)  reell  zu  machen.  Die  Gleichung  (VII.)  zeigt  aber  ferner,  dass  schon 
eine  w'^  Wurzel  der  Einheit  ausreicht,  wenn  der  Exponent  —  eine  ganze 
Zahl,  also  wenn  k  grade  ist.  Dies  muss  nun  stets  der  Fall  sein,  wenn  n 
eine  Potenz  von  2  ist.  Wäre  nämlich  in  diesem  Falle  k  =  2h  —  1,  so  hätte 
man  die  Gleichung  (VII.)  in  folgender  Form: 

£o-ö~'-i'(o~  )  =  CO  -Edio) 

also: 

co-''-E{oy-')  —  w-E{g))  =  (1  —  a)-co-''-E{a-') . 

Diese  Gleichung  kann  aber  nicht  stattfinden;  denn  wenn  man  auf  beiden 
Seiten  die  Norm  nimmt,  so  erhält  man,  da  die  linke  Seite  offenbar  durch 
(oj"* — co)  theilbar  ist,  als  Norm  derselben  ein  ganzes  Vielfaches  von: 
iV(ca~'  — o)  d.h.  von  4,  während  die  Norm  der  rechten  Seite  nur  iV(l  —  o») 
d.  h.  gleich  2  wii'd. 

2.  Die  Gleichung  (VI.),  welche  sich  für  jede  Einheit  E(q})  als  noth- 
wendig  ergeben  hatte,  wenn  n  ungrade  angenommen  wurde,  lautete: 

E{c}-')  =  ±a-E(a). 

Diese  Gleichung  verwandelt  sich,  wenn  man  eine  Zahl  k  durch  die  Congruenz 
Ji^2k     (mod.  w)     bestimmt,  in  folgende: 

(VIII.)  «-'■ .  £(cr')  =  +  a-E(a>)  . 

Hieraus   ergiebt  sich,    dass   E(c})   entweder  mit  q*   oder  mit  o/-y  —  i   multi- 
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plicirt  reell  wird,  also,  dass  für  ein  ungrades  n  allemal  eine  Wurzel  der 
Gleichung:  x^"  =  1  ausreicht,  um  durch  Multiplication  mit  derselben  eine 
complexe  Einheit  J5'(ca)  reell  zu  machen.  Die  CUeichung  (VIII.)  zeigt  ferner, 
dass,  wenn  auf  der  rechten  Seite  das  obere  Zeichen  gilt,  schon  eine  Potenz 
von  o  d.  h.  eine  w'°  Wurzel  der  Einheit  ausreichend  ist.  Dies  ist  stets  der 
Fall,  wenn  n  eine  Primzahlpotenz:  p^  ist.     Denn  wäre  alsdann; 

a»~  •  E{(cr  )  =  —  ö  •  E{(a) , 
so  würde  die  Gleichung 

(ö-E{a)  —  aj"*-£;((o"')  =  2a-E{m) 

unmittelbar  daraus  folgen.  Diese  Gleichung  kann  aber  nicht  stattfinden;  denn, 
wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Norm  nimmt,  so  erhält  man,  da  die  linke 
Seite  offenbar  durch  (o  —  o"^)  theilbar  ist,  als  Norm  derselben  ein  ganzes 
Vielfaches  von  iV(ra  —  ccT^)  d.  h.  von  p,  während  die  Norm  der  rechten  Seite 
nur  einer  Potenz  von  2  gleich  wird.  Da  aber  p  eine  ungrade  Primzahl  be- 
deutet, so  ist  dies  unmöglich. 

Hiermit  ist  der  über  die  Realität  der  complexen  Einheiten  aufgestellte 
Satz  in  allen  seineu  Theilen  bewiesen. 


ÜBER  CUBI8CHE  GLEICHUNGEN 
MIT  RATIONALEN  COEFFICIENTEN. 


VON 


L.  KßONECKER. 


Grelle,   Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik   Bd.  56  S.  If 


ÜBER  CÜBISCHE  GLEICHUNGEN  MIT  EATIONALEN 
COEFFICIENTEN. 


Das    letzte    Fermafsche    Theorem    enthält    bekanntlich    in    dem    ein- 
fachsten schon   von   Euler   behandelten  Falle    den  Satz ,    dass   die   Gleichung: 

r^  +  s"  —  1  =  0 

nicht  anders  durch  rationale  Werthe  von  r  und  s  erfüllt  werden  Itann,  als 
wenn  r  oder  s  gleich  Null  ist.     Durch  die  Substitution: 

2a  3&  +  1 

''  ~  36—  1  '      ^  —  36-1 

erhält  man: 

(35  —  1)'  •  (»•'  +  /  -  1}  =  2{4a  +  275'  +  1) , 

woraus  der  Satz  hervorgeht,  dass  die  Gleichung: 

4a' +276'  +  1  =  0 

nicht  anders  durch  rationale  Werthe  von  a  und  b  erfüllt  werden  kann,  als 
wenn 

fl  =  -l,     5  =  +  -^ 

gesetzt  wird;  und  es  ist  auch  umgekehrt  der  oben  erwähnte  Satz  über  die 
Gleichung:  r  +  s  =1  eine  Folge  dieses  letzteren.  Da  nun  der  Ausdruck 
4o  +  27fe    den  negativen  Werth  der  Discriminante  der  Gleichung: 

x''  -}-  ax  -\-  b  ^  0 

L.  Kronecker's  Werke  I.  16 
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angiebt,  so  ist 

x^  —  X  +  Y  =  ^ 

die  einzige  cubische  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten,  für  welche  die 
Summe  der  Wurzeln  gleich  "Null  und  das  Quadrat  des  Products  der  drei 
Wurzeldifferenzen  gleich  Eins  wird.  —  Die  Wurzeln  dieser  besondern  Glei- 
chung dritten  Grades  sind: 

,2  .3t  ,2  .2a  —    2  .in 

±^-sm^,       +-.sm-,       +-.sm^. 

Der  Fermat' sehe  Satz  über  die  Gleichung  x'^  -{- 1/  =  /  lässt  sich  daher,  wie 
leicht  zu  sehen,  in  folgender  hemerkenswerther  Fassung  aussprechen: 

Es  kann  die  Discriminante  einer  cuhisclien  Gleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  nicht  die  sechste  Potenz  einer  rationalen  Zahl  iverden,  ausser  tvenn 
ihre  drei   Wurzeln 

j«  +  Mj/d-sm— ,        wt -f- »«]/o-sin-     ,       in  —  Hyo-sin- 
und  m,  n  rational  sind. 


ÜBER  DIE  KLASSENANZAHL  DER 

AUS  WURZELN  DER  EDiHEIT  GEBILDETEN 

COMPLEXEN  ZAHLEN. 


VON 


L.  KRONECKER. 


Monatsberichte  der  Königlicli  Preussiselien  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
vom  Jahre  1863.    S.  340  —  345. 


ÜBER  DIE  KLASSENANZAHL  DER  AUS  WURZELN  DER  EINHEIT 
GEBILDETEN  COMPLEXEN  ZAHLEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  23.  Juli  1863.] 


In  den  beiden  denselben  Gegenstand  betreifenden  Mittheihmgen  des 
Hrn.  Kummer,  welche  in  den  Monatsberichten  vom  December  1861  und 
Januar  d.  J.  veröffentlicht  sind'),  ist  auf  den  merkwürdigen  Umstand  auf- 
merksam gemacht,  dass  der  erste  der  beiden  Factoren,  in  welche  sich  der 
Ausdruck  für  jene  Klassenanzahl  scheidet,  nicht  immer  ganzzahlig  ist.  Hr. 
Kummer  hat  bereits  in  seiner  Notiz  vom  9.  December  1861  erwähnt,  dass 
die  vorkommenden  Nenner  nur  Potenzen  der  Zahl  Zwei  seien,  ohne  jedoch 
deren  Höhe  zu  bestimmen.  Das  Interesse,  welches  mir  die  hiernach  noch 
offen  gebliebene  Frage  zu  haben  schien,  veranlasste  mich  zu  einer  Beschäf- 
tigung mit  diesem  Gegenstande,  und  ich  habe  dabei  das  Resultat  erlangt, 
dass  nur  die  Zahl  Zwei  selbst  und  niemals  eine  höhere  Potenz  derselben  in 
den  erwähnten  Nennern  auftreten  kann.  Dieses  Resultat,  welches  ich  hier 
in  aller  Kürze  begründen  will,  kann   folgendermassen  ausgesprochen  werden: 

„Wenn  man  unter  Beibehaltung  der  von  Hrn.  Kummer  im  Monats- 
berichte vom  Januar  d.  J.  eingeführten  Bezeichnungen  die  Klassen- 
anzahl H  durch  das  Product :    F  •  ,     darstellt,  sobald  n  die  Potenz 


'■)  E.  E.  Kummer,  Über  die  Klassenanzahl  der  ans  n^"^  Einheitswurzeln  gebildeten  complexen 
Zahlen.    Monatsberichte  der  Kgl.  Preuss.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  v.  J.  1861.    S.  1051 — 1053. 

H. 

E.  E.  Kummer,  Über  die  Klassenanzahl  der  ans  zusammengesetzten  Einheitswurzeln  gebildeten 
idealen  complexen  Zahlen.  Monatsberichte  der  Kgl.  Preuss.  Akademie  der  Wissenschaften  v.  J.  1863. 
S.  21—28.  H. 
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einer  einzigen  Primzahl  ist,  hingegen  durch:  P^  •  — ,  sobald  n  ver- 
schiedene Primfactoren  enthält,  so  ist  sowohl  der  erste  als  der 
zweite  Factor  der  Klassenanzahl  stets  ganzzahlig,  und  der  letztere 
repräsentirt  für  sich  selbst  die  Klassenanzahl  der  aus  den  Perioden: 

1-1  2,-2 

0)  -j-  ft>     ,     0}   -j-  a     ,     ... 
gebildeten  complexen  Zahlen." 

Die  Beziehung  der  hier  als  erster  Factor  bezeichneten  Zahl  P^  zu  der  Grösse 
P',  welche  Hr.  Kummer  (a.  a.  0.  pag.  26)  den  ersten  Factor  der  Klassenanzahl 
genannt  hat,   ist  einfach  die,   dass 

Pj  =  P'      oder      Pj  =  2P' 

wird,  je  nachdem  n  zu  der  ersten  oder  zu  der  zweiten  der  beiden  unter- 
schiedenen Arten  von  Zahlen  gehört.  Ebenso  tritt  natürlich  in  Betreff  des 
zweiten  Factors  nur  für  solche  Zahlen  n,  die  mehrere  verschiedene  Prim- 
factoren enthalten,  ein  Unterschied  zwischen  der  obigen  und  der  von  Hrn. 
Kummer  gebrauchten  Ausdrucksweise  auf. 

Um  nun  zuvörderst  die  oben  gemachte  Angabe  zu  erläutern,  dass  je 
nach  den  beiden  für  die  Zahl  n  unterschiedenen  Fällen  der  Ausdruck  — 
oder  ^  die  Klassenanzahl  für  die  Zahlen  in  w  +  «"*  repräsentire,  während 
Hr.  Kummer  sie  für  jedes  n  durch  —  ausgedrückt  findet,  bemerke  ich,  dass 
derselbe  bei  Berechnung  der  erwähnten  Klassenanzahl  von  vorn  herein  von 
den  vorhandenen  wirklichen  complexen  Zahlen  diejenigen  ausschliesst  resp. 
als  nicht  vorhanden  betrachtet,  deren  Norm  negativ  ist.  Hiernach  wird  der 
Begriff  des  Wirklichen  in  einem  engereu  Sinne  genommen,  und  es  muss  in 
Folge  dessen  ein  Product  idealer  Primfactoren  auch  dann  als  ideal  d.  h.  als 
nicht  wirklich  angesehen  werden,  wenn  es  wirkliche  Zahlen  giebt,  die  in 
Bezug  auf  alle  ihre  Primfactoren  mit  jenem  Product  übereinstimmen,  aber 
keine  solche,  deren  Norm  positiv  ist.  Bei  dieser  Anschauung  verdoppelt 
sich,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Klassenanzahl,  sobald  keine  complexen  Ein- 
heiten existiren,  deren  Norm  —  1  ist.     Giebt  es  aber  dergleichen  Einheiten, 
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SO  bleibt  die  Klassenanzahl  ungeändert.     Das  Letztere  findet  nur  dann  statt, 
wenn   n   eine  einfache  Primzahlpotenz  ist.      Denn  alsdann  stellt  in  der  That: 


eine  complexe  Zahl  in  oj  +  m~^  dar,  deren  Norm  gleich  —  1  ist,  voraus- 
gesetzt dass  man  unter  n  die  Potenz  einer  ungraden  Primzahl  und  unter  g 
eine  primitive  Wurzel  derselben  versteht;  und  es  wird  ferner 

N{1  -j-  OJ  -j-  oj"    -\-  m'  -\-  a' ')  =  —  1 , 

werm  der  Exponent  der  Einheitswurzel  oj  eine  Potenz  von  Zwei  ist.  Enthält 
aber  die  Zahl  n  verschiedene  Primfactoren  und  bedeutet  p  einen  derselben, 
so  ist 

stets  von  der  Form  kp  -\-l,  und  es  kann  daher  keine  complexen  Einheiten 
geben,  deren  Norm  gleich  —  1  wäre.  Hierdurch  erklärt  sich  also  der  Um- 
stand, dass  die  Klassenanzahl  der  complexen  Zahlen  in  ra  +  ra"\  wenn  n 
eine    Zahl    der    ersten    Art    ist,    bei    beiden    Zählungsweisen    übereinstimmt, 

während  dieselbe  für  Zahlen  der  zweiten  Art  durch  ~   oder  durch  —   reprä- 

sentirt  wird,  je  nachdem  man  alle  complexen  Zahlen: 

a  -f-  rtj  (oj  -f-  ö'  )  +  «„(ö'  -\-  «"  )  +  ■  •  • 
als  wirklich  betrachtet  oder  mir  diejenigen,  deren  Norm  positiv  ist. 

Nach  den  gegebenen  Erläuterungen  bedarf  es  zur  Rechtfertigung  der 
oben  ausgesprochenen  Behauptung  nur  noch  des  Nachweises,  dass  P^  stets 
eine  ganze  Zahl  ist,  oder  mit  andern  Worten 

„dass  die  Klassenanzahl  der  complexen  Zahlen  in  oj  +  oj~\  wenn 
der  Begriff  des  Wirklichen  im  gewöhnlichen  (weiteren)  Sinne  ge- 
nommen  wird,  stets  ein  aliquoter  Theil  der  Klassenanzahl  für  die 
complexen  Zahlen  in  oj  ist". 
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Man  kann  sich  behufs  dessen  genau  der  Schlussweise  bedienen,  welche  Hr. 
Kummer  im  40"™  Baude  des  Journals  für  Mathematik  pag.  115  angewendet 
hat^),  und  es  ist  dabei  nur  nöthig,  die  dort  gemachte  —  wenn  auch  nicht 
ausdrücklich  erwähnte  —  Voraussetzung  zu  begründen,  dass  je  zwei  zu  ver- 
schiedenen Klassen  gehörige  Zahlen  in  o  +  W  auch  in  der  Theorie  der  com- 
plexen  Zahlen  in  ro  nicht  einander  äquivalent  sein  können. 

Man  sieht  leicht,  dass,  wenn  zwei  nicht  äquivalente  Zahlen  in 
cj  +  r.r',  als  Zahlen  in  w  betrachtet,  einander  äquivalent  wären,  nothwendig 
gewisse  ideale  (nicht  wirkliche)  Zahlen  in  cj  +  ca~^  zu  wirklichen  Zahlen  in 
G)  werden  müssten.  Es  ist  also  nur  zu  zeigen,  dass  eine  ideale  d.  h.  nicht 
wirkliche  complexe  Zahl  ip[a  +  cf^)  niemals  durch  eine  wirkliche  Zahl  f{m) 
repräsentirt  werden  kann.  Wäre  dies  der  Fall,  so  müssten  innerhalb  der 
Theorie  der  complexen  Zahlen  in  oj  die  idealen  Primfactoren  von  g)(w  +  cr^) 
mit  denen  von  /"(«),  also  auch  mit  denen  von  /"(cr^)  übereinstimmen;  die 
beiden  coujugirten  wirklichen  Zahlen  /"(oj)  und  f{oi~^)  könnten  sich  also  nur 
durch    eine    Einheit    e(oj)    von    einander    unterscheiden.      Es    müsste    also: 

/^K')  =  <«)  •  /•(«) 

und  deshalb  auch: 

e((o)  ■  e(a~  )  =  1 

sein.  Hieraus  folgt  vermöge  des  Satzes,  welchen  ich  im  53'*^°  Bande  des 
Journals  für  Mathematik  pag.  173  bewiesen  habe"),  dass  e(ea)  nur  eine  ein- 
fache Wurzel  der  Einheit  sein  kann,  und  zwar,  je  nachdem  n  grade  oder 
ungrade  ist,  eine  «*"  oder  2w'°  Wurzel  der  Einheit,  da  keine  andre  sich 
rational  durch  ta  darstellen  lässt.  Für  ein  grades  n  müsste  also  entweder 
die  Gleichung: 

oder  die  Relation: 


')  E.  E.  Kummer,  Bestimmung  der  Anzalil  iiiclit  äquivalenter  Klassen  für  die  aus  i'""  Wurzeln 
der  Einheit  gebildeten  complexen  Zahlen  und  die  idealen  Factoren  derselben.  Journal  für  Mathematik. 
Bd.  40.    S.  93—116.  U. 

-)  Zwei  Sätze  über  Gleichungen  mit  gauzzahligen  Coefficienteii.  Bd.  I.  S.  103—108  dieser 
Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H. 
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bestehen,  in  welcher  r  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Für  ein  ungrades  n  aber 
müsste  /"(oj"')  =  + «a*- /■(«),  also,  da  in  diesem  Falle  h^2r  (mod.n)  gesetzt 
werden  kann,  entweder  wiederum: 

oder : 

sein.  Es  sind  demnach  im  Ganzen  nur  drei  verschiedene  Kelationen  zwischen 
f{oj)  und  /'(g)"')  zulässig. 

Fände  nun  erstens  die  Gleichung  f(c}~^)  =  rü'''-f(m)  statt,  so  würde 
(a''-f{(a)  bei  der  Verwandlung  von  (o  in  oj"*  ungeändert  bleiben  d.  h.  es  wäre 
eine  aus  den  zweigliedrigen  Perioden:  o  +  (a~\  oj^  +  co"^,  ...  zusammen- 
gesetzte ganze  complexe  Zahl.  Bezeichnet  man  eine  solche  mit  F{co  +  oj"^), 
so  hätte  man  also  die  Gleichung: 

(I.)  /"(«)  =  c^"^F(m  +  cJ-'). 

Legt  man  zweitens  für  den  Fall,  dass  n  grade  ist,  die  Gleichung 
/'((a~*)  =  o)^''''"^- /"(w)  zu  Grvmde,  so  folgt  daraus,  wenn  man 

m''  -fim)  —  a"''  ■  f{co~^)  _i 
—j^ =  F((a  +  cj    ) 

€0   0) 

setzt,  die  Relation: 

(II.)  f(co)  =  —  a-'-'-  (1  +  ö)  •  F(p  +  ö"')  , 

in  welcher  F((a  +  o^^)  wiederum,  wie  oben,  eine  aus  den  zweigliedrigen 
Perioden  zusammengesetzte  ganze  complexe  Zahl  bedeutet. 

Wenn  endlich  drittens  für  ein  ungrades  n  die  Gleichung: 

/■(ca"')  =  —  «^''•/■(ca) 

L.  Eronecker'a  Werke  I.  17 
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erfüllt  wäre,  so  könnte 

(III.)  /•(«)  =  -^-Vi  •  ^(«  +  "'') 

Cö    —   CD 

gesetzt  werden,  insofern  alsdann  (« —  &»"')•  q'^- /"(«)  bei  der  Verwandlung 
von  «  in  «d"'  ungeändert  bleiben,  also  eine  aiis  den  zweigliedrigen  Perioden 
zusammengesetzte  ganze  complexe  Zahl  sein  würde. 

Bei  der  offenbar  zulässigen  Voraussetzung,  dass  die  ideale  Zahl  9  (o  +  ra" ') 
von  allen  wirMichen  Primfactoren  befreit  sei,  darf  dieselbe  und  also  auch 
f{(o)  keinen  Primfactor  von  p  enthalten,  wenn  n  die  Potenz  einer  einfachen 
Primzahl  p  ist.  Deshalb  sind  für  solche  Zahlen  n  die  letzten  beiden  von 
den  obigen  drei  Fällen  auszuschliessen.  Wäre  nämlich  u  =  2  und  alsdann 
/'(o)"^)  =  0)^''+^ /"(oj) ,  so  müsste  /"((»)  den  Factor  (l  +  a),  welcher  ein  Prim- 
factor von  2  ist,  enthalten;  und  ebenso  müsste,  wenn  n  die  Potenz  einer 
ungraden  Primzahl  2^  ^^^^  f{(^'^)  =  —  (a^'^-f(<^)  wäre,  f(co)  durch  den  Prim- 
factor von  p,  nämlich  durch  (1  —  ro)  theilbar  sein.  Es  braucht  daher,  wenn 
n  Primzahlpotenz  ist,  nur  die  Annahme  berücksichtigt  zu  werden,  aus  wel- 
cher sich  die  Gleichung  (I.)  ergeben  hat,  während,  wenn  n  aus  verschiedenen 
Primfactoren  besteht,  noch  die  Gleichungen  (IL)  und  (III.)  stattfinden  könnten. 
Da  aber  für  solche  Zahlen  n  die  in  diesen  Gleichungen  als  Factoren  von 
F{a -\- of'')  auftretenden  Grössen  stets  complexe  Einheiten  sind,  so  sieht 
man,   dass  die  gemachten  Voraussetzungen  in  allen  Fällen  auf  eine  Relation: 

/•(ö)  =  e{a)-  F(cj  +  03"') 

führen,  in  welcher  e(co)  eine  complexe  Einheit  und  F{co  +  ro~^)  eine  wh'k- 
liche  complexe  aus  zweigliedrigen  Perioden  zusammengesetzte  Zahl  bedeutet. 
Diese  Eelation  zeigt  jedoch,  dass  die  complexe  Zahl  F(c3  -{-  co'^)  mit  /(r.)) 
und  also  auch  mit  9(0  -|-  ra"')  in  allen  ihren  Primfactoren  übereinstimmt; 
die  Zahl  (p(cj  -j-  oj"')  wäre  in  Folge  dessen  durch  die  wirkliche  Zahl 

Fi^cj  4-  «"*) 
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ZU   ersetzen   und  könnte  keiner  andern  Klasse  idealer   d.  h.  nicht  wirklicher 
Zahlen  in  ci  +  co~^  angehören. 

Ich  bemerke  schliesslich,  um  jede  Unklarheit  zu  beseitigen,  dass  die 
zuletzt  angewendeten  Schlüsse  ihre  Geltung  verlieren,  sobald  man  in  der 
Theorie  der  complexen  Zahlen  in  ra  +  oj~'  den  Begriff  des  Wirklichen  in  dem 
oben  angedeuteten  engeren  Sinne  auffasst.  Alsdann  würde  nämlich  die  Zahl 
F(m  -\-  0)"*)  nicht  stets  als  wirklich  anzusehen  sein,  sondern  nur  in  dem 
Falle,  dass  ihre  Norm  positiv  ist. 


ÜBER  EINIGE  E^TERPOLATIONSFOMELN  FÜR 
GANZE  FUNCTIONEN  MEHRER  VARIABELN. 


VON 


L.  KRONECKER. 


Monatsberichte  der  Königlicli  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
vom  Jahre  1865.    S.  686  —  691. 


ÜBER  EINIGE  INTERPOLATIONSFORMELN  FÜR  GANZE 
FUNCTIONEN  MEHRER  VARIABELN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  21.  December  1865.] 


Indem  ich  versuchte  meine  Resultate  über  die  Zerlegung  der  Discri- 
minante  von  Eliminationsgleichungen  auf  die  Lac/raiige'sche  Interpolations- 
formel anzuwenden,  bin  ich  zu  allgemeineren  Formeln  gelangt,  welche  un- 
geachtet ihrer  grossen  Einfachheit,  so  viel  ich  weiss,  bisher  noch  nicht  auf- 
gestellt worden  sind. 

Es  seien 

F^,  F.,,  ...  F^ 

ganze,  nicht  homogene  Functionen  der  Variabein  x^,  x^,  ...  x^  resp.  von  den 
Dimensionen 


Es  seien  ferner 

für  k  =  l,  2,  ...  m  die  m  verschiedenen  Systeme  endlicher  Werthe,  für 
welche  die  n  Functionen  F  gleichzeitig  verschwinden.  Alsdann  besteht  für 
jede  dieser  Functionen  F  eine  Gleichung: 

^  =  (^:  -  ^1*)^-  +  C^2  -  §2*)^?  + +  (.'„  -  l„Ji^  , 
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in  welcher  JPf/,  F^f,  . . .  ganze  Functionen  von  x^,  x^,  ...  x^,  ^^^,  ^^^..  . . .  |„^ 
bedeuten.     Die   aus   den   «^  Functionen 

^  hi 

gebildete  Determinante,  welche  also  ebenfalls  eine  ganze  Function  der  Va- 
riabein X  und  deren  durch  den  zweiten  Index  Tc  bezeichneten  Werthe  ist, 
verschwindet  stets,  wenn  darin  für  die  Variabein  x  eines  der  übrigen 
(m  —  1)  Werthsysteme  gesetzt  wird.  Diese  einfache  Bemerkung  ist  von 
fundamentaler  Bedeutung  für  die  Eliminationstheorie  imd  kann  bei  Ent- 
wickelung  derselben  füglich  zum  Ausgangspunkt  genommen  werden.  Ich  be- 
halte die  Darstellung  des  hiernach  einzuschlagenden  Weges  einer  künftigen 
Mittheilung  vor  und  erwähne  hier  nur,  dass  die  Betrachtung  jener  Determi- 
nante ganz  unmittelbar  auf  eine  Verallgemeinerung  der  Lagran  (je' sehen  Inter- 
polationsformel führt.  Bezeichnet  man  nämlich  die  aus  den  Functionen  F^''^ 
gebildete  Determinante  mit 


und  setzt 


D^(x^,    x.-^,    ...    xj 

-^iUli>        ^2k>        ••■        Sii'   "^   ■^i  ' 


so  stellt  der  Ausdruck: 

1  * 

eine  ganze  Function  von  x^,  x^,  ...  x^  dar,  welche  für  jedes  der  m  Werth- 
systeme: 


^„  =  i 


resp.  den  Werth  ^^  annimmt.  Die  hierbei  zu  machende  Voraussetzung,  dass 
keine  der  m  Grössen  //^  gleich  Null  werde,  kommt  damit  überein,  dass  das 
System  der  n  Gleichungen: 


F=0 
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keines   der  tn  Werthsysteme  mehrfach  enthalte;   denn  der  Werth  von  z/^,   ist 
gleich  dem  Werthe.  welchen  die  Functionaldeterminante  von  F^,  F.,,  ...  F^  für: 


erhält.     Ist   i^{Xj^,  x^,  . . .  xj  eine  beliebige  ganze  Function,  und 
so  ist  die  Differenz: 

1  * 

als  homogene  lineare  Function  der  n  Functionen  F  darstellbar.  Auch  die 
verschiedenen  Determinanten  D^,  welche  man  erhält,  wenn  man  die  oben 
eingeführten,  aber  nicht  vollkommen  bestimmten  Functionen  -F,|*'  anders  und 
anders  wählt,  unterscheiden  sich  nur  durch  einen  homogenen  linearen  Aus- 
druck von  Fj,  Fg,  . . .  F  . 

Die   Functionen    F^|''    können    so    gewählt    werden,    dass    sie    in    den 
Gliedern  der  höchsten  Dimension  mit  denen  von 

1    oF. 

oder,  was  dasselbe  ist,  mit  dem  Ausdrucke: 

L.IA 

übereinstimmen,  wenn  f.  den  Complex  der  Glieder  höchster  Dimension  in  F. 
bedeutet.  Alsdann  sind  auch  die  Glieder  der  höchsten  Dimensionen  von 
i'i  •  lA,  •  •  •  i'„  • -D^.  für  jeden  Werth  von  k  mit  der  Functionaldeterminante 
von  f^,  f^,  ...  f^  identisch.  Bezeichnet  man  nun  diese  Functionaldetermi- 
nante mit 

It{x^ ,  x^ ,  . . .  xj  , 

L.  Kronecker's  Werke  I.  18 
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SO  muss  für  jede  Function  %{x^,  ...  xj,  deren  Dimension  kleiner  als  die 
von  B,  d.  h.  kleiner  als      »»i  +  i'^  +  ■  ■  •  +  v^  —  n.     ist, 

durch  Hiuzufügung  einer  linearen  homogenen  Function  von  I\,  F^,  ...  F^ 
auf  eine  niedrigere  Dimension  gebracht  werden  können.  Hiernach  muss  ent- 
weder 

oder 

(C)  R{x^,  x^,  ...  xj  =  (pJ^-ir<p,f.^-\ \-  q>J„ 

sein,  wo  unter  (p^,  (p^,  ...  qp,^  ganze  homogene  Functionen  von  x^,  x^,  . . .  x^ 
zu  verstehen  sind.  Die  letztere  dieser  beiden  Gleichungen  enthält  die  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  n  homogenen  Glei- 
chungen: f  =  0  gleichzeitig  zu  befriedigen  sind  und  dass  mithin  die  n  Glei- 
chungen :  F  =  0  weniger  als  v^-v^  — v^  endliche  Werthsysteme  für  die 
Variabein  x^,  x.^,  ...  x^  ergeben.  Die  Gleichung  (C)  besteht  demnach  nur, 
wenn  m  <i'^-v.^--- v,^^  ist,  und  es  muss  also  für  m  ==  Vj^-v.^--- v^  die  Gleichung 
(-B)  stattfinden.  Diese  enthält  die  bekannten  Jaco&i'schen  Relationen  für  die 
den  n  Gleichungen:  i'^=0  genügenden  simultanen  Werthsysteme  von 
tCj,  x^,  ...  x^,  Relationen,  welche  demnach  auf  die  hier  angedeutete  Weise 
ganz  ebenso  unmittelbar  aus  den  Eigenschaften  der  Formel  {Ä)  folgen  me 
die  JS'M^er'schen  Gleichungen  aus  der  Lagrange' ^ohen.  Interpolationsformel,  in 
welche  der  Ausdruck  (^1)  für  den  Fall  «  =  1  übergeht. 

Die  einschränkende  Bedingung,  an  welche  im  Vorstehenden  die  Giltig- 
keit  der  Gleichung  {B)  geknüpft  erscheint,  wird  von  Jacobi,  welcher  den 
Fall  n  =  2  im  XIV.  Bande  des  Journals  für  Mathematik  ausführlich  behandelt 
hat'),   nicht  erwähnt.     Die  daselbst  angewendete  Bezeichnungswoise  lässt  im 


')  C.  G.  J.  Jacobi,  Theoremata  nova  algebraica  circa  systeraa  duarum  aeqiiationura  inter  fiuns 
variabiles  propositarum.   Journal  für  Mathematik  Bd.  14,  S.  281—288.    Jacobi's  Werke  Bd.  III  S.  285 — 294. 

H. 
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Gegen theil  auf  die  Anuahme  einer  unbeschränkten  Gilfcigkeit  der  hergeleiteten 
Formeln  schliessen.  Indessen  überzeugt  man  sich  leicht  davon,  dass  die 
Gleichung  (B)  nicht  mehr  allgemein  giltig  bleiben  kann,  wenn  m  <v^-v^--- v^ 
ist,  da  alsdann  eine  Function  ^{x^,  x^,  ,..x^)  existirt,  deren  Dimension  kleiner 
als    v^-{-v^-\- — l-v^  —  n    ist,  und  welche  dennoch  für  alle  m  Werthsysteme: 

mit  der  Functionaldeterminante  von  F^,  F^,...F^  übereinstimmt.  Bei  ge- 
nauerer Betrachtung  der  Jaco&i'schen  Methode  zeigt  sich  auch  die  Stelle,  an 
welcher  die  obige  einschränkende  Bedingung  auftritt.  Wenn  diese  Bedingung 
nicht  erfüllt  ist,  wird  nämlich  Jacohi's  Bestimmung  des  Grades  der  von  ihm 
benutzten  Multiplicatoren  unrichtig.  Eben  dieselbe  Bemerkung  gilt  in  Bezug 
auf  die  Ausführungen  des  Herrn  Befti,  mittels  deren  derselbe  im  I.  Bande  der 
Tortolinischen  Annalen  die  JacoWsche  Methode  ohne  wesentliche  Modification 
auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Gleichungen  übertragen  hat').  Die  erste  Her- 
leitung der  Jaco&i'schen  Relationen  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Gleichungen 
hat  Hr.  Lioiiville  im  VI.  Bande  seines  Journals  gegeben^)  und  sich  dabei  aus- 
drücklich auf  den  sogenannten  allgemeinen  Fall,  in  welchem  m  =  v^-v^-  ■  ■  v^ 
und  also  die  oben  angegebene  Bedingung  wirklich  erfüllt  ist,  beschränkt. 
Die  Formeln,  auf  welche  Hr.  Limwüle  a.  a.  0.  durch  die  Theorie  der  Elimi- 
nation zuvörderst  geführt  wird,  erscheinen  allgemeiner  als  die  Jaco&i'schen 
Formeln;  sie  sind  aber,  wie  ich  bei  dieser  Gelegenheit  erwähnen  will,  von 
gleicher  Allgemeinheit ;,  da  sie  aus  den  Jizcofei'schen  Formeln  hervorgehen, 
wenn  für  eine  der  Functionen  F  ein  Product  zweier  ganzer  Functionen  von 
n  Variabein  genommen  wird. 

Wiewohl  für  den  Fall,  wo  m  <v^-  v^-  ■  ■  v^  ist,  entweder  mit  Hilfe 
gebrochener  linearer  Substitutionen  oder  direct  aus  dem  interpolatorischen 
Ausdrucke  {A)  ebenfalls  gewisse,  den  Jaco&rschen  Relationen  entsprechende 
Beziehungen  abgeleitet  werden  können,   so  übergehe  ich  doch  denselben,  um 


')   E.  Betti,  Sopra  l'equazioni  algebriche  con  piü  incognite.     Annali  di   matematica,   tomo  I, 
p.  1  —  8.  H. 

*)  J.  Liouvüle,  Memoire   sur   quelques   propositions  gönerales   de  gäom^trie   et  sur  la  th^orie 
de  Felimination  dans  les  equations  algebriqnes.     Journal  de  mathematiques.    T.  VI  p.  345  —  411. 

H. 
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noch  eine  Bemerkung  an  den  sogenannten  allgemeinen  Fall  zu  knüpfen.  Als- 
dann kann  nämlicli  jede  ganze  Function  von  ic^,  x^, . . .  x^  durch  Hinzufügung 
einer  linearen  homogenen  Function  von  t\,  F„,  . . .  F^  auf  eine  solche  re- 
ducirt  werden,  deren  Glrad  in  Beziehung  auf  a;^.  kleiner  als  v^  ist.  Es  lassen 
sich  also  auch  die  Functionen  D^  auf  solche  reduciren,  und  wenn  man  dies 
als  geschehen  annimmt,  so  stellt  die  Summe: 

diejenige  vollkommen  bestimmte  ganze  Function  von  x^,  x^,  ■  ■ .  oc^  dar,  welche 
in  Bezug  auf  jede  der  Variabein  x  den  entsprechenden  Grad  {v  —  1)  nicht 
übersteigt  und  für  jedes  der  m  verschiedenen  Werthsysteme  |  den  vor- 
geschriebenen Werth  f5f^  erhält. 

Schliesslich  will  ich  hier  noch  eine  andere  Verallgemeinerung  der  La- 
grange'schen  Interpolationsformel  mittheilen,  welche  mit  der  oben  angegebenen 
in  einem  leicht  ersichtlichen  Zusammenhange  steht.  Es  sei  nämlich  F(x) 
eine  ganze  Function  wi'™  Grades  von  x  und  der  Coefficient  von  x'"  darin 
gleich  Eins.  Ferner  denke  man  sich  F(a^  auf  alle  möglichen  Weisen  als 
Product  zweier  Factoren  g){x)  und  tt^ix)  dargestellt,  von  denen  der  erstere 
vom   Grade  n,  der  andere   vom   Grade   (m  — «)  ist.     Die  Anzahl  dieser   Dar- 

T     ,  tn(m  —  1)  •  ■  ■  {m  —  M  -|-  1)  .  , 

Stellungen  d.  h.     ^ — sei  v,  so  dass 

o  1  .  2     •  •  •  •  n 

wird,  für  A:  ==  1,  2,  . . .  v.  Bezeichnet  man  nun  das  Eliminationsresultat  von 
q,^(x)  ==  0   und    i^^ix)  =  0   durch   i?^,  so  erhält  das  Product: 

**(^l)  •'^t(^"2)  ••••'''/.•  W 

eben  diesen  Werth  B,,,  wenn  man  die  Variabein  x^,  x^,  ...  x^  durch  die 
n  Wurzeln  der  Gleichung:  (pj^(x)  =  0  ersetzt,  während  dasselbe  verschwindet, 
wenn  für  x^,  x^,...x^  die  n  Wurzeln  irgend  einer  andern  Gleichung:  fp{j^  =  ^ 
genommen  werden.     Hieraus  ergiebt  sich  die  identische  Gleichung: 


FÜR  GANZE  FUNCTIONEN  MEHIIER  VAßlABELN.  i^i 

k  =  v 

{!>)  fi^v  ^2  >  •  •  ■  ^J  =2  i-  ■  ^*(^i)  '^^(^ä)  •  •  •  ^,i^J  > 

wenn  /"(ajj,  x^,  ...  xj  eine  symmetrische  Function  der  Variabein  x  bedeutet, 
welche  in  Bezug  auf  jede  derselben  vom  Grade  (m  —  n)  ist  und  also  v  Con- 
stanten enthält,  und  wenn  f^  den  Werth  bedeutet,  welchen  f{x^,  x.^,  ...x^) 
für  die  n  Wurzeln  der  Gleichung:  ^^.(aj)  =  0  annimmt.  Ist  der  Coefficient 
von  (iCj  ■  x^-  ■  •  xj"'"  in  f  gleich  Null,  so  folgt: 


S'k-^' 


Die  Gleichung  (D)  enthält  die  Darstellung  einer  symmetrischen  Function 
von  n  Variabein  durch  die  Werthe,  welche  sie  annimmt,  wenn  man  die 
Variabein  durch  je  n  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung  ersetzt.  In  dieser 
Interpolationsformel  ist  u.  A.  die  BosenJiain'' sehe  Darstellung  der  Eliminations- 
resultante zweier  Gleichungen')  und  namentlich  auch  die  von  Hrn.  Borchardt 
in  den  Abhandlungen  der  Akademie  vom  Jahre  1860  aufgestellte  FormeP)  als 
specieller  Fall  inbegriffen,  und  mit  Hilfe  jener  allgemeineren  Formel  {D) 
lassen  sich  die  a.  a.  0.  von  Hrn.  Borchardt  gegebenen  Ausführungen  zum 
Theil  vereinfachen. 


')  G.  Bosenhaiii,  Neue  Darstellung  der  Resultante  der  Elimination  von  z  aus  zwei  algebraischen 
Gleichungen,  etc.     Journal  f.  Math.    Bd.  30,  S.  157—165.  H. 

^)  Über  eine  Interpolationsformel  für  eine  Art  symmetrischer  Functionen   und  über  deren  An- 
wendung.    Abh.  d.  Akad.  d.  Wiss.  a.  d.  J.  1860.    S.  1—20.    C.   W.  Borchardt's  Werke  S.  151—172. 

H. 
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[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  15.  October  1866.*)] 


Durch  mündliche  Mittheilungeu  meines  Freundes  Weierstrass  habe  ich 
seit  längerer  Zeit  Kenntniss  von  seinen  Untersuchungen  über  die  allgemeinen 
©-Functionen  d.  h.  über  «-fach  unendliche,  aus  Gliedern  von  der  Form 


zusammengesetzte  Reihen,  in  welchen  G  eine  ganze  Function  zweiten  Grades 
der  n  Variabein  u  und  der  n  Summationsbuchstaben  v  bedeutet.  Die  Coeffi- 
cienten  der  ganzen  Function  G  bilden  die  Parameter  der  ö- Functionen  und 
sind  einzig  und  allein  den  für  die  Convergenz  der  Reihen  erforderlichen  Be- 
dingungen unterworfen.  Diese  allgemeinen  0- Functionen  werden  in  den  er- 
wähnten Weierstrass''sch.en  Untersuchungen  auf  speciellere  zurückgeführt,  die 
von  nur   ^n{n  +  1)    Parametern  t.^  abhängen,  welche  den  Gleichungen: 


*)  Da  in  der  vorstehenden  Abhandlung')  des  Herrn  Christo/fei  auf  meine  im 
Monatsbericht  der  Akademie  erschienene  Notiz  „über  bilineare  Formen"  hingewiesen  wird, 
so  dürfte  ein  Abdruck  derselben  an  dieser  Stelle  motivirt  sein.  Das  specielle  Problem, 
welches  mir  zu  den  Untersuchungen  über  biliueare  Formen  Anlass  gab,  führte  mich  natur- 
gemäss  auf  diejenigen  bis  dahin  noch  nicht  behandelten  Transformationen,  bei  denen  für 
beide  Variabeln-Systeme  identische  Substitutionen  angewendet  werden,  und  dadurch  ferner 
zur  Aufstellung  einer  neuen  Normalform,  einer  die  Coefficieuten  derselben  bestimmenden 
Determinante  und  derjenigen  Formen,  welche  ich  ieigeordnete  genannt  habe.-) 

')  E.  B.  Cliristoffel,  Theorie  der  bilinearen  Formen.  Journal  f.  Mathematik.  Bd.  68.  S.  253—272. 

H. 
-)  Zusatz  L.  Kroneclcer's  zum  Abdruck  dieser  Abhandlung  im  Journal  für  Mathematik.        H. 

L.  Kronecker's  Werke  I.  19 
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genügen,  im  Uebrigen  aber  bloss  durch  die  für  die  Convergenz  der  Keihen 
nöthigen  Bedingungen  eingeschränkt  sind;  und  für  die  Transformation  dieser 
©-Functionen  werden  folgende  Relationen  zwischen  den  ursprünglichen  Para- 
metern T  und  den  entsprechenden  transformirten  t'  erlangt: 

m       ,+/,»»_!_      j_   '^     =  / ,  tn    T     4-  '/,  m    ,       T    r'    . 

p,n  +  ii     '    j^        ii  +  r,n  +  q     pr         ,^J       pr    rq      I    ,^J        n-\-r,  s    pr    sq 

Hierin  sind  für  j)  und  q  die  Zahlen  1,  2,  3,  . . .  n  zu  setzen,  die  in 
Bezug  auf  r  und  s  zu  machenden  Summationen  erstrecken  sich  ebenfalls  auf 
die  Zahlen  1,  2,  3,  ...  w,  und  die  4w"  ganzen  Zahlen  m  sind  kurzweg  dadurch 
zu  charakterisiren,  dass  sie  die  Coefficienten  einer  Substitution  für  je  2n  Va- 
riable   X  ,  X.  . . .  X'    ;  y  ,  y.  ...  y      bilden,  durch  welche  die  bilineare  Form: 

2  (^r^n  +  r  —  '^n  +  rVr) 
r—1 

in  ein  ganzes  Vielfaches  ihrer  selbst  übergeht. 

Ich  brauche  den  zu  erwartenden  eigenen  Mittheilungen  meines  Freundes 
Weierstrass  über  seine  hier  erwähnten  Untersuchungen  nicht  weiter  vorzu- 
greifen, da  das  Gesagte  genügt,  um  die  Veranlassung  zu  meinen  rein  alge- 
braischen Arbeiten  darzulegen,  von  denen  ich  im  Folgenden  einen  kurzen 
Auszug  geben  will.  Ich  suchte  nämlich  die  Bedingungen  zu  ermitteln,  unter 
denen  die  transformirten  Parameter  r'  den  ursprünglichen  oben  mit  r  be- 
zeichneten gleich  werden,  und  bin  dadurch  auf  die  allgemeine  Untersuchung 
derjenigen  Transformationen  bilinearer  Formen  von  je  2n  Variabein  x  und  y 
geführt  worden,  bei  welchen  die  Substitutionscoefficienten  für  beide  Systeme 
von  Variabein  identisch  sind.  In  der  That  ist  der  Zusammenhang  jeuer 
Frage  mit  der  erwähnten  Art  von  Transformationen  bilinearer  Formen,  von 
welcher  nunmehr  ausschliesslich  die  Rede  sein  soll,  einerseits  schon  durch 
die  Charakterisirung  der  Zahlen  m  gegeben,  andrerseits  aber  wird  ein  solcher 
Zusammenhang  noch  durch  die  folgende  Betrachtung  hergestellt.  AVenn  man 
die  obige  Relation  zwischen  den  Grössen  v  und  r'  mit  x-y     multiplicirt  und 
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alsdann  in  Beziehung  auf  alle  Werthe  von  p  und  q  summirt,  so  erhalt  man 
eine  Gleichung,   die   durch  Einführung   der  Bezeichnungen  x-^,^,  y^,^  für  die 


Summen: 


die  Form  annimmt: 


2\r^p'  2WJ, 


WO  in  Bezug  auf  i  von  1  bis  2n  und  in  Bezug  auf  r  von  1  bis  n  zu  sum- 
miren  ist.  Wenn  man  nun  a^  =  + 1  oder  =  —  1  setzt,  je  nachdem  der 
Index  k  zu  der  ersten  oder  der  zweiten  Hälfte  der  Zahlen  1,  2,  3, ...  2« 
gehört,  und  wenn  man  ferner  sowohl  bei  den  Coefficienten  als  bei  den  Va- 
riabein der  bilinearen  Formen  Indices,  welche  grösser  als  2n  sind,  in  dem 
Sinne  zulässt,  dass  darunter  deren  kleinste  positive  Reste  modulo  2n  zu  ver- 
stehen sind,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die  einfachere  Gestalt  an: 

und  die  Summation  ist  hier  in  Beziehung  auf  i  und  h  auf  die  Werthe 
1,  2,  3,  . . .  2«  auszudehnen.  Man  kann  hiernach  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Grössen  t  und  t'  vollständig  dadurch  charakterisiren,  dass  die  bilineare 
Form: 

welche  mit  M{x,  y)  bezeichnet  werden  soll,  vermöge  der  Substitutionen: 
X   ,     =^,  r    X   ;  ii    ,     =  /,  t'  M 

identisch  verschwinden  muss.  Sollen  also  die  Grössen  t'  den  Grössen  r  gleich 
werden,  so  sind  dieselben  in  der  Weise  zu  bestimmen,  dass  die  bilineare 
Form  der  Variabein  x',  y',  in  welche  3I{oc,  y)  durch  eine  Transformation: 


y,.  =  y,-  > 


x^ 

+  r 

= 

^1 

+' 

+2-, 

p 

'^p 

y, 

\r 

= 

—  y, 

+' 

+2^ 

rV, 
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übergeht,  fiir  a;^+^=  ?/^^,.  =  0  identisch  verschwindet.  Für  r  sind  hier  stets 
sämmtliche  Zahlen  1,  2,  ...  n  zu  setzen,  damit  die  sämmtlichen  neuen  Va- 
rialjehi  durch  die  alten  ausgedrückt  erscheinen.  Die  angegebene  Trans- 
formation ist  eine  für  beide  Systeme  von  Variabein  übereinstimmende^  also 
eine  von  denjenigen  Transformationen  bilinearer  Formen,  welche  hier  über- 
haupt nur  betrachtet  werden  sollen.  Aber  von  der  specielleren  Beschaffenheit 
jener  Transformation  kann  abgesehen  werden,  da  offenbar  aus  jeder  Trans- 
formation von  M(x-,  y)  in  eine  Form  M'{x',  y'),  die  für  a;^^^=  </J^^=  0  ver- 
schwindet, n  lüieare  Gleichungen  zwischen  den  je  2n  Variabein  x  und  y,  also 
auch  im  Allgemeinen  je  n  Relationen  von  der  Form: 

hervorgehen,  unter  deren  Anwendung  3I(x,  y)  identisch  gleich  Null  wird. 

Die  einfachste  specielle  bilineare  Form,  welche  verschwindet,  wenn  man 
die  zweite  Hälfte  der  Varialjeln  x  und  y  gleich  Null  setzt,  ist  die  Form: 

i=2n 

welche  ich  „Normalform"  nennen  will,  weil  jede  bilineare  Form  in  dieselbe 
transformirt  werden  kann.  Diese  Reduction  der  bilinearen  Form  von  je  2n 
Variabein  auf  die  angegebene  Normalform  ist  von  der  wesentlichsten  Be- 
deutung, indem  dadurch  nicht  bloss  die  obige  Frage  nach  den  speciellen 
Werthen  der  Grössen  t  erledigt,  sondern  auch  die  allgemeine  Transformation 
irgend  einer  bilinearen  Form  in  eine  andere  vermittelt  wird.  Das  Problem 
einer  solchen  allgemeinen  Transformation  zweier  gegebener  Formen: 

in  einander,  welches  also  —  wenn  c^.^  die  An'  Substitutionscoefficienten  be- 
deuten  —  durch  die  Gleichung: 

2  "''ik^'iy'k  =2  %H%i'^hAy'k 
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dargestellt  wird,  erfordert  zwar  die  Erfüllung  von  4«^  Bedingungsgleichiingeu 
für  die  gleiche  Anzahl  Coefficienten  c  und  erscheint  hiernach  als  stets  lösbar 
und  bestimmt,  in  der  That  aber  ist  dies  nicht  der  Fall,  da  mit  den  Formen: 

gleichzeitig  die  transponirteu  Formen: 

durch  eben  dieselbe  Transformation  in  einander  übergehen  müssen.  Hiernach 
musS;,  wenn  u  und  v  zwei  unbestimmte  Variable  bedeuten,  die  Gleichung: 

durch  die  Substitution: 

erfüllt  werden.  Bezeichnet  man  die  Determinante  eines  Systems  von  Grössen 
b.j^  durch  |  b.^  \ ,  so  erhält  man  für  die  Zulässigkeit  der  Transformation  jener 
])eiden  bilinearen  Formen  in  einander  die  Bedingung: 

i  <*  I  • :  "«/*  +  ^«*£ ,  =  «^  i  • !  "«a  +  ^«ti ;  • 

Da  beide  Seiten  dieser  Gleichung  ganze  symmetrische  Fimctionen  des  2»'*° 
Grades  von  u  und  v  enthalten  und  die  Coefficienten  von  {ii^"  +  v^")  überdies 
identisch  sind,  so  repräsentirt  dieselbe  n  Relationen  zwischen  den  Coeffi- 
cienten a  und  a,  welche  für  die  Transformation  der  beiden  bezüglichen 
Formen  in  einander  erforderlich  sind.  Dieselben  sind  aber,  wie  sich  zeigen 
wird,  auch  ausreichend,  da  beide  Formen  auf  eine  und  dieselbe  Normalform 
reducirt  werden  können,  wenn,  wie  jetzt  vorausgesetzt  werden  soll,  die  De- 
terminante : 

als  Function  von  u  und  v  betrachtet,  keine  gleichen  Factoren  enthält.    Diese 
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Determinante,  welche  für  die  bilinearen  Formen  von  besonderer  Bedeutung 
ist,  lässt  übrigens  noch  mannichfache  Umformungen  zu,  von  denen  ich  nur 
eine  hier  hervorheben  will.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  a.^  die  Coefficienten 
des  dem  Substitutionssysteme  a.^  entgegengesetzten  Systems,  so  wird: 

k 

wenn,  wie  von  jetzt  ab  stets  geschehen  soll,  ö.^  =  1  oder  d,.^  =  0  genommen 
wird,  je  nachdem  die  Indiees  i  und  k  einander  gleich  oder  von  einander  ver- 
schieden sind.  Bei  Einführung  dieser  Bezeichnungen  erhält  man  für  die  obige 
Determinante  die  Kelatiou: 

\ua.,  +  va..\  ^  1(2.,  I  •    tid.,  -J-  v^a,   a,.\. 

Wenn    die    bilineare   Form,    deren    Coefficienten   a.^    sind,    durch    eine 
Substitution  mit  den  Coefficienten  c.^_  auf  die  Normalform: 

reducirfc  werden  soll,  so  muss  den  vorstehenden  Ausführungen  gemäss: 

i,  k  h 

werden,  wenn: 

h  h 

und  in  Folge  dessen: 

k  k 

gesetzt  wird,  wobei  die  Coefficienten  c  und  y  durch  die  Relation: 
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mit  einander  verbunden  sind.  Da  die  Normalform  mit  den  Coefficienten  X, 
wenn  man  darin    2h'K     ^^^'   K    ^^^^    l^kV'k     ^^^'  y'k  setzt,  in: 

2  ^>^  PiPn+k    ^kV'n  +  k 

übergeht,  so  folgt,  dass  bei  der  Reduction  einer  beliebigen  Form  auf  die 
Normalform  sowohl  für  deren  Coefficienten  2  als  für  diejenigen  der  Sub- 
stitution c  nur  die  Quotienten: 


^n+k  ■  Sa 

bestimmt  sein  können.  Für  diese  Quotienten  aber  ergeben  sich  die  noth- 
wendigen  Bedingungen,  wenn  man  in  der  obigen  Transformations-Gleichung 
die  Variabein  x  durch  x'  und  die  Variabein  y'  durch  ij  ersetzt.  In  der  That 
erhält  man  alsdann: 

so  dass  die  2n  Verhältnisse      — ^      durch   die  2n  Wurzeln    der   reciproken 


Gleichung: 


-n+h 


\a,,s  —  a,A  =  0 


c 

gegeben  werden,  während  sich  die  Verhältnisse    -^  alsdann  aus  den  2n  Glei- 
chungen : 

für  'k=\,  2,  ...  2h  bestimmen. 

Es  ist  aber  nunmehr  noch  zu  zeigen,  dass  oder  in  wie  weit  diese  Be- 
stimmung der  Coefficienten  c  und  X  der  Aufgabe  genügt.  Zu  diesem  Zwecke 
denke  man  sich  die  Determinante 

in  irgend  einer  Weise  in  die  2n  linearen  Factor en 
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zerlegt,  jedoch  so,  dass    v„^,.  =  «'^,  w„ _,_,.  =  v^     wird.     Ferner  seien     rf.^O«,  v) 
die  Unterdeterminauten  von     \ua.^, -\-  va^.\  ,  so  dass: 

* 

also  auch: 

wird.     Setzt  man  nun: 

^  (^la.^  +  va^)  d.^  (v, ,  z<,.)  (7,.,,  («^ ,  «J  =  rf^„  +  r^^, , 

so  ergiebt  schon  die  Summation  über  i  allein,  dass 

sein  muss,  und  ebenso  ergiebt  die  Summation  über  h  die  Gleichung: 

n  ^^,  +  v^B^.^  =  0. 

Da  '-^  der  Voraussetzung  nach  von  ^  verschieden  ist,  so  folgt: 

A^^  =  B.^,  =  0  . 
Ferner  erhalt  mau  leicht  die  Relation: 

und   mit  Hülfe    dieser  Beziehungen   zwischen   den   Grössen  Ä  und  B  ergiebt 
sich  die  Identität  der  auf    /,  1;.,  r,  s  =  1,  2,  ...  2??  auszudehnenden  Summe: 


mit: 
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Die  Identität  dieser  beiden  Summenausdrücke,  in  welchen  die  Coefficienten  p 
ganz  willkürlich  bleiben,  setzt  die  Reduction  einer  Form: 

auf  die  Normalform  mittelst  der  Substitution: 

in  Evidenz,  und  die  Coefficienten  c.^  werden  hiernach  in  der  allgemeinsten 
Weise  durch  die  Gleichung: 

Ijestimmt. 

Der  bilinearen  Form  mit  den  Coefficienten  a.^  ist  in  gewisser  Hinsicht 
eine  andere  beifjeordnet,  welche  aus  derselben  durch  die  Substitution: 

entsteht.     Sind  nämlich  die  Grössen  «,  wie  oben,  durch  die  Gleichung 

k 

für  alle  Indices  i,  h  bestimmt,  so  erhält  man  die  Relation: 

für  die  beiden  einander  beigeordneten  Formen.  Wenn  die  Coefficienten  der 
Substitution,  mittels  deren  die  beigeordnete  Form  auf  die  Normalform  ge- 
bracht wird,  mit  c'  bezeichnet  werden,  so  besteht  zwischen  den  Coefficienten 
c  und  c'  die  Beziehung: 

e.c   ,  ,  .  =  IV.  y ,  a, ,  c, . , 

k 
lt.  Kronecker'a  Werke  I.  20 
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welche  für  die  nunmehr  wieder  aufzunehmende  Ermittelung  der  Grössen  r 
von  Bedeutung  ist. 

Wenn  eine  bilineare  Normalform,  deren  Coefficienten  X  sämmtlich  von 
einander  verschieden  sind,  dadurch  gleich  Null  werden  soll,  dass  die  je 
2n  Variahein  durch  je  n  übereinstimmende  Relationen  mit  einander  ver- 
bunden werden,  so  kann  dies  nur  in  der  einfachen  Weise  geschehen,  dass 
die  eine  Hälfte  der  Variabein  selbst  gleich  Null  gesetzt  wird.  Es  kann 
hierfür  stets  die  letzte  Hälfte  genommen  werden,  sobald  man  keinerlei  Vor- 
aussetzung über  die  Anordmmg  der  Variabein  macht.  Hiernach  l^estimmen 
sich  die  Coefficienten  t  in  den  Relationen: 

für  welche 

werden  soll,  aus  den  Coefficienten  c  durch  die  Gleichungen: 

C     ,  ^  ^,  C      T       . 

»+?•?'         .^J      rp    qr 

Für  die  Indices  jj,  q,  r  sind  hier  überall  nur  die  Zahlen  1,  2,  .  .  .  n  zu 
setzen.  Die  Variabein  der  Normalform  und  also  die  zweiten  Indices  der 
Coefficienten  c  werden  in  einer  derjenigen  Anordnungen  vorausgesetzt,  für 
welche  |c^.  |  nicht  verschwindet.  Alsdann  lässt  sich  für  die  zu  der  beigeord- 
neten Form  gehörigen  Coefficienten  c'  die  Gleichung: 

n+J-P  dimi       !■»     rq 

r 

herleiten.  Hiernach  stehen  irgend  zwei  einander  beigeordnete  Formen  in  der 
gegenseitigen  Beziehung,  dass,  wenn  die  eine  vermöge  der  Relationen: 

^n  +  q-'Sl^r'-'r^  V  n+q  ^^^  ^  .rV  r 

verschwindet,  die  andere  durch  die  transponirten  Substitutionen: 
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n  +  .j         „(ij      r.j     r  '  Jn  +  q         „^^      rqJr 
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auf  Null  reducirt  wird.  Wenn  also  die  beigeordneten  Formen  abgesehen  von 
einem  constanten  Factor  einander  gleich  und  demgemäss  die  Coefficienten  c 
und  c'  mit  einander  identisch  anzunehmen  sind,  so  muss  t  ^  ^  r ,  sein.  Dies 
findet  in  der  That  statt,  wenn  a.^  =  ij^m..  ^^^  genommen  wird,  wodurch 
übrigens  für  die  Bestimmung  der  Coefficienten  c  aus  der  obigen  Gleichung 
zwischen  c  und  c'  die  Relationen 

* 
hervorgehen,  und  man  kann  das  Eesultat  folgendermassen  aussprechen: 

„Wenn  die  Zahlen  m.,,  die  An'  Substitutionscoefficienten  für 
die  Transformation  der  Form: 

in  ein  Vielfaches  ihrer  selbst  bilden,  so  giebt  es  symmetrisclie  Systeme 
von  n^  Grössen  r,  für  welche  die  Form: 

verschwindet,  wenn  darin: 

n+q         ^^      qr     r>  >'«+?         ,^iU      l^^r 

gesetzt  wird.     Unter  der  Annahme,  dass  die  Determinante 

aus  lauter  verschiedenen  Linearfactoren: 

bestehe,  lassen  sich  sämmtliche  Systeme  von  Grössen  r  rational  aus 
den   Grössen    u^,   v,.   bestimmen.     Wenn    nämlich   eine   Hiilfte    der 

20* 
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Werthe  Uk,'i\  irgendwie  ausgewählt  wird,  jedoch  so,  dass  nicht 
zwei  um  n  verschiedene  Indices  k  darunter  vorkommen,  und  man 
bezeichnet  die  Unterdeterminanten  der  obigen  Determinante  mit 
d.f^{u,  v),  so  Averden  die  zu  einem  und  demselben  Systeme  gehörigen 
Grössen  r  durch  diejenigen  Gleichungen  gegeben,  welche  aus: 

/,  d  ,  (n, ,  v.)  ■  T     ==  d   ,     ,  (u, ,  V,) 
/■=1 

für  die  ausgewählten  n  Indices  h  und  für  2  =  1,  2,  ...n  entstehen." 

Eine  besonders  bemerkenswerthe  Beziehung  zwischen  den  (rrössen  r 
und  den  zugehörigen  bilinearen  Formen  besteht  darin,  dass  transformirten 
bilinearen  Formen  transformirte  Grössen  r  entsprechen,  vorausgesetzt  dass 
die  Coefficienten  der  Transformation  selbst  ein  System  m^^  bilden.  Wenn 
nämlich  die  Grössen  r'  zu  der  Form 

und  die  Grössen  r  zu  derjenigen  Form  gehören,  welche  aus  jener  durch  die 
Substitution : 

X.  =2  m^^x,^ ,  y'.  =2' »hiV, 

li  h 

hervorgeht,  so  besteht  zwischen  den  Grössen  r  und  r'  genau  die  im  Anfang 
dieser  Mittheilung  angegebene  Relation,  welche  die  einen  als  transformirte 
der  andern  eharakterisirt.  Die  arithmetische  Theorie  der  Grössensysteme  x 
ist  sonach  auf  die  der  bilineareu  Formen  M{%,  y)  zurückzuführen,  und  diese 
bilden  eine  in  sich  abgeschlossene  Gattung  von  Formen,  welche  bei  Trans- 
formationen der  bezeichneten  Art  nur  in  einander  übergehen  und  welche, 
wenn  die  Coefficienten  m  symmetrisch  sind,  durch  quadratische  Formen  jener 
besonderen  Gattung  ersetzt  werden  können,  welche  Herr  Hermite  für  den 
Fall  «  =  2  zuerst  aufgestellt  und  behandelt  hat.^) 


')  Ch.  Hermite,  Sur  la  thöorie  de  la  transformation  des  fonctions  abelienne.s.    Comptes  rendus 
de  rAcad^mie  des  Sciences,  tome  XL  annäe  1855.  H. 
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Es  muss  hervorgehoben  werden,  dass  nicht  alle  Werthe  der  Grössen  t, 
welche  auf  die  angegebene  Weise  resultiren,  die  für  die  Convergenz  der 
©-Reihen  nothwendigen  Bedingungen  erfüllen.  Ferner  ist  zu  bemerken,  dass, 
wenn  die  Gleichung: 

gleiche  Wurzeln  enthält,  die  Grössen  r  theil weise  unl^esthnmt  bleiben,  d.  h. 
es  existiren  in  diesem  Falle  gewisse  Functionen  von  einer  oder  mehreren 
Variabelu,  die  für  r.j  gesetzt  der  Aufgabe  genügen.  Ich  will  indessen  auf 
diese  eine  genauere  Untersuchung  erfordernden  Punkte  nicht  näher  eingehen, 
sondern  nur  noch  gewisse  Eigenschaften  der  Zahlen  m  hervorheben,  welche 
für  die  hier  berührten  Fragen  von  Bedeutung  sind. 

Die  Gleichungen,  denen  das  System  der  Zahlen  m  genügt,  bleiben  auch 
bei  der  Zusammensetzung  solcher  Systeme  bestehen.  Dies  geht  unmittelbar 
daraus  hervor,  dass  die  Zahlen  m  die  Coefficienten  der  Substitution  für  die 
Transformation  einer  gewissen  Form  in  ein  Vielfaches  derselben  bilden.  Auf 
dergleichen  Substitutions-Systeme,  deren  Eigenschaften  bei  der  Zusammen- 
setzung erhalten  bleiben,  habe  ich  bereits  vor  längerer  Zeit  bei  Gelegenheit 
anderer  algel^raischer  Untersuchungen  meine  Aufmerksamkeit  gerichtet  und 
von  denselben  namentlich  zur  Bildung  von  Affectfunctionen  Gebrauch  gemacht. 
Um  solche  Systeme  herzustellen,  bedarf  es  nur  der  Auffindung  von  Formen, 
welche  unendlich  viele  Transformationen  in  sich  selbst  zulassen,  und  wenn 
bereits  derartige  Formen  bekannt  sind,  so  kann  man  daraus  neue  al)leiten, 
indem  man  Formen,  die  sowohl  in  sich  selbst  als  in  einander  transformirbar 
sind,  zu  einander  addirt.  In  dem  oben  angegebenen  Falle  sind  es  z.  B.  die  n 
in  sich  selbst  transformirbaren  Formen:  ^iy„+k~  ^n+k-'Jk'  zieren  Summe  eine 
neue  Form  bildet,  welche  Transformationen  in  sich  selbst  gestattet,  und  man 
sieht  leicht,  in  welcher  Weise  sich  namentlich  die  Verallgemeinerung  für  De- 
terminanten höherer  Ordnung  gestaltet.  Nach  diesen  Andeutungen  über  all- 
gemeinere Systeme  bemerke  ich  zuvörderst  in  Bezug  auf  dasjenige,  durch 
welches  die  Form: 
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in  sich  selbst  ül^ergeht,  class  dessen  Elemente  ni.^  sich  rational  durch  n{2n  +  1) 
von  einander  unabhängige,  ein  symmetrisches  System  bildende  Grössen  v.^  aus- 
drücken lassen.  Bringt  man  nämlich  die  Elemente  des  dem  Systeme  (w.^  +  d^J 
entgegengesetzten  Systems  auf  die  Form: 

2   (^i^«  +  i  +  <3a.), 

SO  sind  die  Grössen  m  und  v  offenbar  durch  einander  rational  ausdrückbar, 
und  es  bestehen  vermöge  der  Eigenschaften  des  Systems  m  für  die  Grössen  v 
die  Relationen:  v.^  =  Vf...  Durch  diese  Zurückführung  der  Systeme  m  auf 
symmetrische  Systeme  ■;'  wird  indessen  nur  die  Auffindung  aller  rationalen, 
nicht  aber  die  aller  ganzzdhligen  Elemente  einer  Transformation  der  Form 
^^k^klL+k  ^^  ^^^^  selbst  ermöglicht.  Hierzu  dient  vielmehr  ein  Princip  der 
Reduction  von  gegebenen  Substitutions-Systemen  auf  „elementare",  welches 
auch  auf  die  allgemeineren  vorhin  charakterisirten  Systeme  anwendbar  ist. 

Wenn  man  auf  eine   Substitution   zweiter   Ordnung    mit  ganzzahligeu 
und  vorläufig  positiv  anzunehmenden  Coefficienten: 

«/j  =  ax^  +  hx.-, ,       y.,  =  cx^  +  dx^ 
successive  und  abwechselnd  die  weiteren  Substitutionen: 

x^  =  x[  —  px[, ,        X,  =  x'^ 

anwendet,  und   hierbei  für   die  Zahlen  p  die  Theilnenner  nimmt,   welche  bei 

der  Entwickelung  von    —     in  einen   Kettenbruch    mit  den  Zählern   —  1   auf- 

treten,  so  reducirt  sich  hierdurch  schliesslich  in  der  Reihe  der  neuen  Coeffi- 
cienten h  einer  auf  Null.     Ist 

ad  —  l)c  =  \  , 

SO  werden  hiernach  die  zugehörigen  Coefficienten  a  und  d  gleich  Eins,  und 
eine  Folge  von  drei  ferneren  Transformationen  der  obigen  Art   bringt  auch 
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den  Coefficienten  c  auf  Null.  Da  überdies  eine  Folge  von  Substitutionen  der 
ersten  Art  jede  zulässige  Zeichenänderung  der  Coefficienten  bewirkt  und  die 
der  zweiten  Art  offenbar  aus  solchen  zusammengesetzt  werden  können,  in 
denen  ^  =  1  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  jedes  ganzzahlige  Substitutionssystem 
zweiter  Ordnung  mit  der  Determinante  1  aus  den  beiden  elementaren  Systemen: 


0, 

—  1 

und 

1, 

1 

1 , 

0 

0, 

1 

zusammengesetzt  werden  kann.  Die  Zusammensetzung  von  Systemen  ist 
dabei  stets  in  der  Weise  zu  nehmen,  wie  sich  dieselbe  durch  successive 
Transformation  der  Variabein  ergiebt,  so  dass  ein  aus  der  Aufeinanderfolge 
von  Systemen  «.^  und  &.j  entstehendes  System  c.^  durch  die  Gleichung: 

lA  j^^       ih    hk 

h 

bestimmt  wird.  —  Da  der  angegebene,  mit  dem  Kettenbruchsverfahren  über- 
einstimmende Process  der  allmäligen  Verkleinerung  zweier  ganzzahliger  Ele- 
mente einer  Horizontalreihe  ohne  Weiteres  auf  ein  beliebiges  ganzzahliges 
Substitutionssystem  w*"  Ordnung  angewendet  werden  kann,  so  sieht  man,  dass 
auf  diese  Weise  zuvörderst  nach  einander  die  zur  Rechten  der  Hauptdiagonale 
stehenden  Glieder  der  ersten,  zweiten,  dritten  etc.  Horizontalreihe  und,  falls 
die  Determinante  gleich  Eins  ist,  alsdann  auch  die  auf  der  linken  Seite  be- 
findlichen Glieder  auf  Null  reducirt  werden  können.  Die  Zahl  der  hierzu 
nur  erforderlichen  elementaren  Systeme  ist  genau  gleich  n,  und  zwar  kann 
man  dazu  diejenigen  wählen,  welche  durch  die  folgenden  Transformationen 
der  Variabein  bezeichnet  sind: 

1).  ^1  =  —  ^i  j     ^A  =  ^1  >        '^^^^  wenn        i>.Jc  -.      x.  =  x. , 

wo  nach  einander  Z;  =  2,  3,  ...  n  zu  setzen  ist; 

2).  ^1  =  ^1  +  ^2  >  ^^^^  wenn         i  >  1  :       x.  =  x'.  . 

Jedes  ganzzahlige  Substitutionssystem  «'"  Ordnung  mit  der  Determinante  Eins 
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kann  also  als  eine  Aufeinanderfolge  der  angegebenen  n  elementaren  Systeme 
betrachtet  werden,  und  diese  Zerlegung  beliebiger  Systeme  in  elementare, 
welche  übrigens  in  gewisser  Hinsicht  eine  bestimmte  ist,  hat  auch  für  die 
arithmetische  Theorie  der  Formen  ihre  besondere  Bedeutung. 

Um  nunmehr  zu  der  analogen  Zerlegung  der  obigen  Substitutious- 
systeme  m.  in  elementare  überzugehen,  bemerke  ich  zuvörderst,  dass  jede 
Transformation  einer  Summe  von  Formen:  x.y  , ,  —x  , ,?/.  in  sich  selbst  aus 
denjenigen  sich  zusammensetzen  lassen  muss,  welche  eine  dieser  Formen  in 
sich  selbst,  und  aus  denjenigen,  welche  sie  in  eine  der  übrigen  verwandelt. 
Demgemäss  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  obige  Ausführungen  zwei  elemen- 
tare Transformationen  der  ersteren  und  u  der  letzteren  Art,  nämlich: 

2)    x^=^x[  +  x.^. 


II.     1)    .r,  =  x;,,     x^^^^x[_^^, 


%  +  i-  **-,!  +  !' 


wo  nach  einander  2,  3,  ...  n  für  1:  zu  setzen  ist; 

2)    x^  =  <  +  <+2 ,     a-,  ==  x,  +  x^_^^ . 

Hierbei  sind  der  Einfachheit  wegen  überall  diejenigen  x  weggelassen 
worden,  welche  den  entsprechenden  x'  gleich  zu  setzen  sind.  — -  Es  lässt 
sich  nun  in  der  That  jede  beliebige  ganzzahlige  Transformation  der  Form 
^^v'^k'-h+k  ^^  ^^^^  selbst  in  eine  Folge  der  angegebenen  («  +  2)  elementaren 
Transformationen  zerlegen,  und  die  zu  dieser  Zerlegung  erforderliche  Re- 
duction  eines  beliebigen  ganzzahligen  Systems  m  mit  der  Determinante  Eins 
kann  in  folgender  Weise  bewirkt  werden: 

Erstens  sind  mit  Hülfe  der  elementaren  Substitutionen  nach  der  oben 
angegebenen  Methode  diejenigen  Glieder  m^  ^  zu  vernichten,  in  welchen  s  >  r 
ist,  sowie  diejenigen  Glieder  w.  ^,,,  in  welchen  s^r  ist,  wobei  die  Indices 
r  und  s  stets  nicht  grösser  als  n  zu  nehmen  sind.  Alsdann  sind  vermöge 
der  Eigenschaften  der  Zahlen  m  nothwendig  sämmtliche  Glieder  ''"r,„+s  gleich 
Null,    und    also    die    Zahlen    m_    sämmtlich    sleich    Eins.    —    Ziveltens    sind 
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hierauf  die  Glieder  w. ^,  für  -welche  r>s  ist,  auf  Null  zu  reducireu,  und  es 
verschwinden  in  Folge  dessen  von  selbst  die  Glieder  »w^^^^  „^., ,  für  welche  r 
und  s  verschieden  sind,  während  die  Zahlen  ««„^^„+^  =  1  werden.  —  Drittens 
sind  endlich  nunmehr  auch  die  noch  übrigen  Glieder  '>n„^r,s  ^^^  Hülfe  der 
elementaren  Substitutionen  zu  vernichten,  so  dass  nur  die  Zahlen  m^,,,  welche 
sämmtlich  gleich  Eins  sind,  übrig  bleiben. 

Wenn  die  Determinante  der  Zahlen  m.j  von  Eins  verschieden  ist,  so 
treten  bei  der  angegebenen  Reduction  mittelst  elementarer  Systeme  in  den 
Diagonalgliedern  —  statt  der  Zahl  Eins  —  Theiler  der  Determinante  auf, 
und  es  lassen  sich  hiernach  nicht  mehr  sämmtliche  ausserhalb  der  Diagonale 
stehenden  Glieder  auf  Null  reduciren.  Aber  man  erhält  durch  dieses  Ver- 
fahren die  sämmtlichen  nicht  äquivalenten  Substitutionssysteme  irgend  einer 
von  Eins  verschiedenen  Determinante,  und  die  bezüglichen  Resultate  sind  als 
Verallgemeinerungen  derjenigen  anzusehen,  welche  Herr  Hermite  in  seiner 
Abhandlung    über    die    Transformation    der   Gierschen    Functionen^)    für    den 


Ich  habe  den  vorstehenden  Ausführungen  die  Bemerkung  hinzuzufügen, 
dass  mir  vor  dem  Abdruck  des  obigen  Auszugs  aus  meiner  am  15.  October 
gehaltenen  Vorlesung,  nämlich  am  31.  desselben  Monats,  das  inzwischen  er- 
schienene Werk  von  Clebscli  und  Gordan  über  ÄbeVschQ  Functionen  auf  gütige 
Veranlassung  der  Herren  Verfasser  zugekommen  ist.  Die  Entwickelungen  im 
§  86  dieses  Werkes,  wo  die  Aufgabe  alle  ganzzahligen  Systeme  m  aufzufinden 
behandelt  wird,  sind  den  meinigen  analog,  wenn  auch  nicht  bis  zu  denselben 
einfachsten  Resultaten  durchgeführt;  sie  stützen  sich  aber  ebenfalls  wesentlich 
auf  das  oben  dargelegte  Princip  der  Reduction  beliebiger  Substitutionssysteme 
auf  elementare,  und  es  wird  dabei  die  Idee  einer  solchen  Reduction  als  mir 
angehörig  in  einer  Note  bezeichnet,  deren  etwas  unbestimmte  Fassung  mich 
zu  einer  Darlegung  des  Sachverhältnisses   veranlasst.     In  der  That  habe  ich 


')  Ch.  Hermite,  Sur  la  thöorie  de  la  transformatioii  des  fonctions  ab^liennes.     Comptes  rendus 
de  TAcademie  des  Sciences,  tome  XL  annee  1856.  H. 

L.  Kronecker's  Werke  I  21 
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bereits  vor  acht  Jahren  das  Problem,  die  sämmtlichen  ganzzahligen  Systeme  »i 
darzustellen,  durch  die  obige  Methode  gelöst  und  eine  vollständige  schriftliche 
Auseinandersetzung  derselben  im  Februar  1859  meinem  Freunde  Weierstrass 
übergeben,  welcher  sie  bei  einer  damaligen  Bearbeitung  seiner  Theorie  der 
allgemeinen  ^6e/'schen  Functionen  benutzen  wollte.  Die  Methode  ist  überdies 
durch  private  Mittheilungen  so  wie  durch  meine  an  der  Universität  gehaltenen 
Vorlesungen  seit  Jahren  mehrfach  bekannt  geworden.  Indessen  könnte  jene 
Note  in  dem  Werke  von  Clehsch  und  Gordan  sich  auch  auf  unmittelbare 
mündliche  Mittheilungen  beziehen,  welche  ich  über  die  Reduction  der  Systeme 
und  deren  Anwendung  auf  die  Transformation  Aberscher  Fimctionen  Herrn 
Gordan  bei  seiner  vorjährigen  Anwesenheit  in  Berlin  gemacht  habe. 
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ÜBEK  SCHAAREN  QUADRATISCHER  FORMEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenscliaften  am  18.  Mai  1868.] ') 


Die  Ausführungen  des  Hrn.  Weierstrass  geben  mir  Anlass  zur  Mit- 
theilung einer  sehr  einfachen  Behau cUungsweise  derjenigen  Fälle,  in  welchen 
sich  zwei  quadratische  Formen  in  eine  Summe  von  Quadraten  simultan  trans- 
formiren  lassen.  Ich  benutze  dabei  nur  einige  der  bekanntesten  Eigenschaften 
der  quadratischen  Formen,  welche  ich  der  Uebersichtlichkeit  wegen  hier  zu- 
sammenstellen will: 

1.  Wenn  eine  quadratische  Form  von  n  Variabein  mit  reellen  Coeffi- 
cienten  den  Werth  Null  erhalten  kann,  indem  die  n  Variabein  durch  höchstens 
(n  —  1)  lineare  homogene  Relationen  mit  reellen  Coefficienten  unter  einander 
verbunden  werden,  so  ist  diese  Form  entweder  eine  „unbestimmte  Form" 
(forma  indefinita),  oder  es  verschwindet  die  Determinante  derselben. 

2.  Wenn  der  Coefficient  von    xl    in  der  quadratischen  Form 

F{x^,  x^,  ...  a;„) 

nicht  gleich  Null  ist,  so  lässt  sich  von  der  Form  F  das  Quadrat  einer  linearen 
Function  der  Variabein  x  absondern,  so  dass  nur  eine  quadratische  Form  von 
Xj,  x^,  ...  x^_^  übrig  bleibt;  je  nach  den  beiden  Fällen  lässt  sieh  daher  F 
auf  eine  der  beiden  Formen: 


')  Diese  Arbeit  schliesst  sich  an  die  Abhandlung  von  C.  Weierstrass  „Zur  Theorie  der  bi- 
linearen und  quadratischen  Formen"  an  (Monatsberichte  der  Königl.  Preuss.  Akademie  der  Wissen- 
schaften, Jahrg.  1868,  S.  310 — 338).  Sie  beginnt  im  Original  mit  den  Worten:  Herr  Kronecker  knüpfte 
an  den  vorstehenden  Vortrag  folgende  Bemerkungen  an :  .  H. 
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+  <'  +  ^'       oder       KK-i  +  ^' 

bringen,  in  denen  x'^  eine  lineare  Function  von  x^,  x.^,  ...  x^,  aber  x'^_^  eine 
lineare  Function  von  x^,  x^,  ...  x^_^,  und  F'  eine  quadratische  Form  der- 
selben {n  —  1)  Variabein  bedeutet.  Die  Coefficienten  aller  dieser  linearen 
und  quadratischen  Functionen  der  Variabein  x  sind  reell,  VT^enn  die  Coeffi- 
cienten von  F  reell  sind. 

3.  Jede  quadratische  Form  von  n  Variabein  lässt  sich  als  eine  Summe 
von  Quadraten  linearer  Functionen  derselben  darstellen,  deren  Anzahl  nicht 
grösser  als  v  ist. 

4.  Eine  quadratische  Form:  F{x^,  x^,  ...  x^,  deren  Determinante 
gleich  Null  ist,  lässt  sich  als  quadratische  Form  von  höchstens  {n  —  1)  linearen 
Functionen  der  Variabein  x  darstellen;  denn  vpenn  zwischen  den  n  Ableitungen 
von  F  eine  lineare  Gleichung: 

besteht,  so  ist  identisch: 

F{x^,  X,,,  ...  xj  =  F{x^  +  c^x^,  ...,  a;„_j  -}-  c^^^x^ ,  0) . 

Wenn  nun  q){x^,  x^,  ...  a;J  und  il){x^,  x^,  ...  x^  quadratische  Formen 
mit  reellen  Coefficienten  bedeuten,  so  bilden  die  Formen: 

für  alle  verschiedenen  reellen  Werthe  des  Verhältnisses:  —  —  um  einen  der 
Geometrie  entlehnten  Ausdruck  zu  gebrauchen  —  eine  Schaar  von  quadra- 
tischen Formen.  Solcher  Schaaren  giebt  es  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten. 
Die  erste  Art  enthält  „bestimmte  Formen"  (formae  definifae)  von  n  Variabein, 
deren  Determinante  von  Null  verschieden  ist:  die  ziveife  Art  enthält  derartige 
Formen  nicht.  —  Es  kann  oifenbar  unbeschadet  der  Allgemeinheit  angenommen 
werden,  dass  nicht  eine  und  dieselbe  lineare  Relation  zwischen  den  n  Ab- 
leitungen beider  Formen  9  und  4>  besteht,  dass  also   die  n  Ableitungen  von 
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(«9  +  vf)  nicht  durch  eine  lineare  Gleichung  mit  Constanten,  d.  li.  auch  von 
u  und  V  unabhängigen,  Coefficienten  mit  einander  verbunden  sind;  dagegen 
soll  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  werden,  in  welchem  für  die  n  Ableitungen 
von  {u(p  +  vf)  eine  lineare  Gleichung  existirt,  deren  Coefficienten  von  dem 
variabeln  Verhältnisse:  —  abhängig  sind.  Dieser  besondere  und  bisher  noch 
nicht  beachtete  Fall,  in  welchem  die  Determinante  von  (ucp  +  vi>)  identisch 
Null  wird  und  also  die  Determinante  jeder  Form  der  Schaar  verschwindet, 
soll  nachher  im  zweiten  Theile  der  vorliegenden  Notiz  eingehend  behandelt 
werden. 

I. 

Aus  den  beiden  letzten  der  oben  in  Erinnerung  gebrachten  Eigen- 
schaften quadratischer  Formen  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  Determinante  von 
(uq)  -\-  vxi^)  für  einen  complexen  Werth  des  Verhältnisses:  —  verschwindet,  die 
betreflfende  Form  als  eine  Summe  von  (n  —  1)  Quadraten: 

(Vi  +  i^if  +  (2/2  +  "'^2)'  H 1-  (2/„_i  +  i^„-i)' 

dargestellt  werden  kann,  in  denen  7/^,^^,  y.^,z.^,  ...  ?/„_j,^'„_,  lineare  Func- 
tionen von  x^,  x^,  ...  x^  mit  reellen  Coefficienten  sind.  Sämmtliche  Formen 
der  Schaar  sind  hiernach  in  dem  auf  die  Werthe  k  =  l,  2,  ...  («  —  1)  be- 
züglichen Summen- Ausdrucke: 

2  ("2/;+  ^vtj^^,-  M^r) 

enthalten,  welcher  —  wenn  man  der  Kürze  halber  die  Bezeichnimg:  ^  für 
den  Quotienten:  'L±_LiL_+JL     einführt  —  durch  den  Ausdruck: 

u 

2  ("'2'*  +  "'-*)  (''''Jk  —  "'^*) 

ersetzt  werden  kann.  Hierdurch  tritt  es  in  Evidenz,  dass  jede  Form  der 
Schaar,  deren  Determinante  nicht  verschwindet,  eine  „forma  indefhiita''  ist, 
wie  aus  der  oben  an  erster  Stelle  angeführten  Eigenschaft  der  quadratischen 
Formen  hervorgeht;  und  man  erhält  also  das  Resultat: 
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„Wenn  die  Determinante  von  (uq)  -{-  vt)  einen  complexen 
Linearfactor  hat,  so  ist  die  Schaar  von  der  zweiten  Art;  für 
Schaaren  der  ersten  Art  besteht  demnach  die  bezeichnete  Determi- 
nante aus  lauter  reellen  Liaearfactoren." 

Anstatt  der  beiden  Grundformen  9  und  ip,  deren  lineare  Verbindung 
die  Schaar  constituirt,  können  irgend  zvpei  beliebige  Formen  der  Schaar  als 
Grundformen  derselben  gewählt  werden.  Sobald  also  für  irgend  eine  Form 
der  Schaar  die  Determinante  gleich  Null  ist,  d.  h.  sobald  die  Determinante 
von  (u<p  +  vf)  irgend  einen  reellen  Linearfactor  hat,  kann  man  als  eine  der 
beiden  Grundformen  eine  solche  wälilen,  welche  sieh  als  quadratische  Form 
von  höchstens  {n  —  1)  linearen  Functionen  der  Variabein  x  darstellen  lässt. 
Bezeichnet  man  die  linearen  Functionen  mit: 


die  Form  selbst  mit  9',  und  wählt  weiter  («  —  ni)  lineare  Functionen: 

beliebig,  aber  so,  dass  die  Determinante  der  n  linearen  Functionen  x'  nicht 
verschwindet,  so  kann  mit  Benutzung  der  zweiten  von  den  oben  angeführten 
Eigenschaften  homogener  quadratischer  Functionen  die  Schaar  («g?  A-  vip)  auf 
eine  der  beiden  Formen  gebracht  werden: 

u'(p'  -\-  v'ip'  -\-  v'x'^  oder  u' fp'  -{-  v'il>'  +  v'xl^_^x^  , 

in  denen  *j ,  aj ,  ...  x'„  homogene  lineare  Functionen  der  Variabein  x,  und 
cp',  ip'  homogene  quadratische  Functionen  von  x[,  x'^,  ...  x'^_^  mit  reellen 
Coefficienten  bedeuten.  Die  Determinante  des  letzteren  dieser  beiden  Aus- 
drücke enthält  den  Factor  v'  zweimal,  und  die  durch  diesen  Ausdruck  dar- 
gestellte Schaar  ist  von  der  zweiten  Art,  da  jede  Form  derselben  ver- 
schwindet, wenn  x[,  x'^,  ...  ic^_i  gleich  Null  gesetzt  werden.  Für  Schaaren 
der  ersten  Art  so  wie  für  solche  Schaaren  der  zweiten  Art,  deren  Determi- 
nante keine  gleichen  Linearfactoren  enthält,  kann  also  nur  der  erstere  dieser 
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beiden  Ausdrücke  gelten,  d.  h.  unter  beiden  Voraussetzungen  lässt  sich  die 
Scbaar  {nq>  +  vf)  auf  die  Gestalt:    ucp'  +  v't'  +  v'x'^^  bringen,  so  dass: 

nq>  -\-  vi>  =  ucp"  +  vip"  +  {uv^  —  vu  )x^ 

wird,  wenn  man  unter  <p"  und  i>"  lineare  Verbindungen  von  9'  und  ^',  also 
ebenfalls  quadratische  Formen  von:  x[,  x\,  ...  x'^_^  und  unter  u^,  v^  gewisse 
reelle  Constanten  versteht.  Wenn  aber  eine  der  angegebenen  Voraussetzungen 
für  die  Schaar  (uq)  +  vt)  gilt,  so  gilt  dieselbe  auch  für  die  Schaar  (ti<p"  +  vi>"). 
Da  nämlich  dieselben  Werthe  von  x[,  x\,  ...x\_^,  für  welche  etwa  eine  Form 
(u^)"  -\- v-^")  gleich  Null  wird,  unter  Hinzunahme  von:  a;^  =  0  genügen,  um 
die  Form  {%iq) -\- v^)  zum  Verschwinden  zu  bringen,  so  muss  {u(p"  -\- vi\)")  eine 
Schaar  der  ersten  Art  sein,  wenn  {xitp  -\-  vi^^  eine  solche  ist.  Ferner  kann 
auch  die  Determinante  von  (ufp"  +  v^")  keinen  Factor  mehrfach  enthalten, 
sobald  dies  für  die  Determinante  von  (wqp  +  v^f;)  nicht  der  Fall  ist,  da  beide 
Determinanten  sich  nur  durch  den  Linearfactor:  (uv^  —  vuj  von  einander 
unterscheiden.  Hiernach  lässt  sich  unter  jeder  von  beiden  obigen  Voraus- 
setzungen das  auf  die  Schaar  (u(p  -\-  vf)  angewendete  Verfahren  auch  für  die 
Schaar  {ucp"  +  vi)")  benutzen,  und  man  gelangt  somit  durch  wiederholte  An- 
wendung desselben  Verfahrens  zu  einer  Darstellung  der  Schaar  durch  eine 
Summe  von  Quadraten  d.  h.  zu  einer  Gleichung: 

U(p  -{-  vil>  =  («fj  —  ^"mJ^i  +  (w^j  —  ^"2)^-"  +  ■  ■  ■  ~l~  ("^„  —  '"^7)^1 ' 

in  welcher  z^,  z.-,,  ...  z^  homogene  lineare  reelle  F'unctionen  der  Variabein  x 
bedeuten.  Eine  solche  Darstellung  ist  also  einerseits  stets  für  solche  Schaaren 
der  zweiten  Art  zulässig,  bei  denen  die  Determinante  von  (nq)  -{-  vrp)  aus 
lauter  verschiedenen  reellen  Linearfactoren  besteht,  andererseits  aber  auch 
für  alle  Schaaren  der  ersten  Art;  und  es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  für  diese 
Schaaren  die  angegebene  Reduction  auf  eine  Summe  von  Quadraten  keinerlei 
Voraussetzung  über  die  Ungleichheit  der  Linearfactoren  der  Determinante 
nöthig  macht. 

Aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  kann  man  für  beide  Arten  von 
Schaaren   leicht  Ausdrücke   herleiten,   welche    die   der  Definition  nach   ihnen 

L.  Kronecker's  Werke  I.  22 
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zukommende  Eigenschaft  in  Evidenz  treten  lassen.  So  braucht  man  in  dem 
für  alle  Schaaren  der  ersten  Art  geltenden  Ausdrucke: 

{uv^  —  vu^)zl  +  (uv^  —  vu^)z',  +  •  ■  •  +  (mw„  —  vujzl 

unter  u^,v^,  «,,  v^,  ...  «„>  ^„  niir  positive  reelle  Grössen  zu  verstehen,  da 
man  es  durch  geeignete  Wahl  der  Grundformen  9,  ip  stets  bewirken  kann, 
dass  die  Grössen  u^,  v^  die  angegebene  Eigenschaft  erhalten.  Hieraus  geht 
hervor,  dass  Schaaren  der  ersten  Art  stets  unendlich  viele  „bestimmte  Formen" 
enthalten.  Ebenso  unmittelbar  lassen  sich  aus  jenem  Ausdrucke  der  Schaaren 
erster  Art  alle  anderen  bekannten  Eigenschaften  derselben  ableiten,  nament- 
lich das  Vorkommen  jedes  in  der  Determinante  mehrfach  enthaltenen  Linear- 
factors  in  den  Unterdeterminanten. 

Zu  den  Schaaren  der  zweiten  Art  gehören  jene  besonderen,  schon 
oben  erwähnten  Schaaren  {uq>-{-v4>),  deren  Determinante  identisch  ver- 
schwindet, und  für  welche  nunmehr  der  allgemeine  Ausdruck  hergeleitet 
werden  soll. 


11. 

Wenn    man   den   negativen   Werth    des   Verhältnisses:    —   mit   w   be- 
zeichnet  und 

(p  —  wi^  =  f 

setzt,  so  ist  f  eine  quadratische  Form  von  x^,  x^,  ...  x^ ,  deren  Coefficienten 
lineare  Functionen  von  tv  sind.  Soll  die  Determinante  von  f  für  beliebige 
Werthe  von  iv  verschwinden,  so  muss  zwischen  den  n  Ableitungen  von  f 
mindestens  eine  lineare  homogene  Relation  bestehen,  deren  Coefficienten  ganze 
Functionen  von  w  sind.  Eine  solche  Relation,  welche  in  Bezug  auf  w  vom 
möglichst  niedrigen  Grade  ist,  sei  nach  Potenzen  von  iv  geordnet: 

/o +/;'?<'  +  /:,' w'  + •••  +  /;;,/£'"' =  0, 

wobei   f^,  /", ,  ...  f'^    lineare  homogene  Functionen  der  n  Ableitungen   von  f 
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bedeuten.  Die  {m  +  1)  Functionen  f  können  durch  keine  lineare  Relation 
mit  Constanten,  d.  h.  auch  von  w  unabhängigen  Coefficienten  unter  einander 
verbunden  sein,  da,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  schon  zwischen  m  Functionen  f' 
eine  lineare  homogene  Gleichung  existiren  müsste,  deren  m  Coefficienten  als- 
dann höchstens  vom  {m  —  1)  '*^°  Grade  in  Bezug  auf  w  sein  würden.  Denn, 
denkt  man  sich  die  nach  den  n  Variabein  x  genommenen  Differential- 
quotienten jener  m  Functionen  f  in  n  Horizontalreihen  von  je  m  Elementen 
geordnet,  so  müssten  bei  der  gemachten  Annahme  sämmtliche  daraus  zu 
bildende  Determinanten  m'"  Ordnung  verschwinden;  jene  m  Coefficienten  aber 
würden  Unterdeterminanten  (m  —  1)^'"  oder  noch  niedrigerer  Ordnung  pro- 
portional, also  in  der  That  höchstens  vom  Grade  {m  —  1)  in  Beziehung  auf  w 
sein,  da  die  Elemente  dieser  Unterdeterminanten  die  Variable  iv  nur  linear 
enthalten.  Die  hiermit  bewiesene  Unabhängigkeit  der  (m  +  1)  Functionen  f' 
gestattet  die  Variabein:  x^,  x^,  ...  x^  linear  so  in  a?^,  icj,  . . .  ic^_j  zu  trans- 
formiren,  dass  f^,  f^,  ...  f^^  die  resp.  nach  x^,  x^,  ...  x^  genommenen  par- 
tiellen Diöerentialquotienten  der  transformirten  Form  von  f  werden.  Diese 
transformirte  Form  sei  f  und: 

f\x^,  x^,  ...  a;^_,)  =  ip'(x^,  x[,  ...  a;„_J  -  tvil>\x^,  x[,  . . .  a;„'_j), 

ferner  für  jeden  Index  h: 

drp'  ,  ,         dil)' 

9'i  =  r  ,  i>.  =  —V 

und  also: 

(«3Po  —  ^'^o)  +  (^^i  —  w^^w  +  (qpj  —  wrlf'^)w^  +  •  •  •  +  (9,1  —  W'/'J^'"  =  ^  ■ 

Aus  dieser  Gleichung  folgen  für  die  ersten  Differentialquotienten  von  cp' 
und  t'  die  Relationen: 

9^  =  0,     ^^,  =  0         und,  wenn         0  <  ä;  ^  m      ist,      %  = '>Pk-i'i 
also  für  die  zweiten  Differentialquotienten: 
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für  jeden  Index  h.  Da  hiernach  für  jeden  Index  Je  innerhalb  der  angegebenen 
Grenzen: 

und,  wenn  auch  der  Index  h  auf  dieselben  Grenzen  beschränkt  bleibt, 

wird,  so  folgt  unmittelbar,  dass,  wenn  beide  Indices  h  und  k  nicht  grösser 
als  m  sind,  stets  g>l^  =  0  sein  muss.  Die  Functionen:  q)^,  yj,  ...  cp^^  dürfen 
demnach  nur  lineare  Functionen  von:  x'^^^,  ...,  xl_^  sein,  und  wenn  man 
noch  die  Gleichungen: 

9'o  =  0,      ^,„  =  0;      9'/-  =  ^t-i 

berücksichtigt,  so  erhält  man  schliesslich  für  diejenigen  Schaaren,  welche 
nur  Formen  mit  verschwindenden  Determinanten  enthalten,  den  allgemeinen 
Ausdruck: 

in  welchem  x'^,  x^,  ...  x'^^  lineare  Functionen  von  x^,  x^,  ...  x^,  ferner  ^ 
und  W  quadratische  Formen  von:  x'^,^,  ...,  a;^_j  und  endlich  q)[,  cp'^,  ...  <p'^ 
homogene  lineare  Functionen  derselben  («  —  m  —  1)   Variabein  bedeuten. 

In  dem  angegebenen  Ausdrucke  sind  (p\,  cp'^,  ...  <p'^  als  lineare  Func- 
tionen der  Variabein  x  vollkommen  bestimmt  durch  die  Gleichung,  welche 
zwischen  den  n  Ableitungen  der  Form  f  d.  h.  also  der  Form  {(p  —  w>p)  vor- 
ausgesetzt worden  ist.  Denn  wenn  diese  Gleichung  nach  Potenzen  von  iv  ge- 
ordnet wird,  so  ergeben  die  verschiedenen  Coefficienten:  /J,,  f^,  ...  f^  un- 
mittelbar jene  linearen  Functionen  (p'  durch  die  Eelation: 

/o  +  f'i^  +  K^''^  -I 1"  /i-i'*'*''  +  9'a"'^  =  0 

für  k  =  l,  2,  ...  m.    Aber  die  linearen  Functionen  x'  enthalten  insofern  eine 
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gewisse  Willkürlichkeit,  als  diejenigen  (n  —  ni  —  l),  deren  Index  grösser  als 
m  ist,  durch  beliebige  lineare  Functionen  derselben  ersetzt  und  ebensolche 
Functionen  denjenigen  x'  hinzugefügt  werden  können,  deren  Index  nicht 
grösser  als  m  ist.     Man  erhält  auf  diese  Weise: 

(n  —  m  —  1)^  +  (in  +  1)  ("  ~  "*  —  1)  =  n(n  —  m  —  1) 

willkürliche  Constanten.  Eben  dieselbe  Anzahl  willkürlicher  Constanten  ergiebt 
sich  aus  der  Bestimmung  der  linearen  Functionen  x',  welche  zu  der  Her- 
leitung des  obigen  allgemeinen  Ausdruckes  geführt  hat.  Denn  nach  jener 
Bestimmung  mussten,  wenn  die  Beziehung  zwischen  den  Variabein  x  und  x' 
durch  die  Gleichung: 

A  =  0 

für  Ä;  =  l,  2,  ...  H  ausgedrückt  wird,  diejenigen  Substitutionscoefficienten  c, 
deren  vorderer  Index  h  nicht  grösser  als  m  ist,  aus  der  Relation: 

k  =  n 
*  =  1 

für  /i  =  0,  1,  ...m  entnommen  werden,  während  die  übrigen  n(n  —  m  —  1)  Sub- 
stitutionscoefficienten c  beliebig  zu  wählen  und  nur  der  einzigen  Beschränkung 
unterworfen  sind,  dass  die  Determinante  der  n^  Coefficienten  c  nicht  ver- 
schwinden darf 

Da  keine  lineare  Relation  zwischen  den  m  ersten  Functionen  f  besteht, 
so  müssen  auch  die  hierdurch  ausdrückbaren  m  Functionen  (p'  von  einander 
unabhängig  sein.  Man  kann  deshalb  die  m  Functionen:  x'^.^,  x'^,^,  ■■■  «ä™ 
so  gewählt  annehmen,  dass  sie  mit  den  m  Functionen  (p'  übereinstimmen. 
Alsdann  lässt  sich  der  diese  m  Variabein  x'  enthaltende  Theil  der  quadra- 
tischen Formen  (&  und  W  in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  mit  den 
ersten  m  Termen  desselben  vereinigen.  Demnach  sind  die  hier  behandelten 
Schaaren,  welche  nur  Formen  mit  verschwindenden  Determinanten  enthalten. 
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vollständig  dadurch  zu  charakterisiren,  dass  jede  ihrer  Formen  in  folgender 
Weise  dargestellt  werden  kann: 

WO  5  ßinß  quadratische  Form  der  letzten  {n  —  2m  —  1)  Variabein  x'  bedeutet 
und  unter  f ^ ,  f^ ,  ...  f ^^^  irgend  welche  lineare  homogene  Functionen  der 
sämmtlichen  n  Variabein  x'  zu  verstehen  sind. 
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I. 

Es  seien 

F    F    F  F 

0>        1>        2'    ■  n 

eindeutige  reelle  Functionen  der  n  reellen  unbeschränkt  veränderlichen  Grössen 


und  zwar  solche,  die  sowohl  eine  »»fach  unendliche  Anzahl  positiver  als 
negativer  Werthe  annehmen.  Ueberdies  werden  die  Functionen  F  als  im  All- 
gemeinen stetig  und  nach  den  einzelnen  Varial^eln  differentiirbar  vorausgesetzt 
und  es  soll  endlich  angenommen  werden,  dass  keine  der  {it  +  1)  Functional- 
determinanten  gleichzeitig  mit  den  betreJBFenden  Functionen  für  unendlich  viele 
Werthsysteme  z  verschwindet.  Um  diese  (« + 1)  Functionaldeterminanten 
auch  ihrem  Vorzeichen  nach  zu  fixiren,  stelle  ich  den  aus  den  n  partiellen 
Ableitungen  gebildeten  n  Verticalreüien  eine  voran,  deren  (n  +  1)  Elemente 
resp.  mit 

1?  TP  JV 

00 '      10'  •  • •      wo 

bezeichnet  werden   mögen,  und  bilde  aus  den  auf  diese  Weise  resultirenden 


')  Im  Originale  wird   diese  Arbeit  durch  die  folgenden  Worte  eingeleitet: 

Herr  Kronecicer  las  eine  Abhandlung  „über  Systeme  von  Functionen  mehrer  Variabein".  Von 
den  darin  enthaltenen  Resultaten  sollen  die  hauptsächlichsten  hier  in  kurzem  Auszüge  mitgetheilt  und 
auch  über  die  dabei  benutzten  Methoden  einige  Andeutungen  gegeben  werden.  H. 

L.  Kronecker'3  Werke  I  23 
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und  nach  der  Folge  der  Indices  zu  ordnenden  {u  + 1)'  Elementen  die  Deter- 
minante. Alsdann  ist  der  nach  F,.^  genommene  partielle  DifFereutialquotient 
dieser  Determinante  die  auch  dem  Vorzeichen  nach  bestimmte  Functional- 
determinante  der  n  Functionen: 

FF  FF  .    F 

welche  mit  z/j.  bezeichnet  werden  soll. 

Wenn  man  irgend  w^elche  (n  —  1)  der  Functionen  F  gleich  Null  setzt, 
so  wird  hierdurch  die  Veränderlichkeit  der  Variabein  s  auf  eine  einfache  Un- 
endlichkeit oder  Mannigfaltigkeit  eingeschränkt.  Die  derselben  angehörigen 
Werthsysteme  der  n  Grössen  s  bilden  eine  stetige  Folge,  und  man  kann  jene 
Werthsysteme  füglieh  als  „Punkte"  und  deren  stetige  Folge  als  „Linie"  be- 
zeichnen.    Um  an  einem  beliebigen  Punkte  der  Linie: 

F.  =  0,     für  i  alle  Indices  mit  Ausnahme  zweier  {h  und  /.•)  gesetzt, 

den  Sinn  des  Fortgangs  in  derselben  zu  fisiren,  setze  ich  entw^eder  an  die 
Stelle  von  F,^  oder  an  die  von  F^  irgend  eine  eindeutige  Function  <P  und 
bestimme  den  Fortgang  so,  dass  an  der  betrachteten  Stelle  (M)  dasselbe  Vor- 
zeichen erhalt,  welches  die  aus  den  [n  —  1)  Functionen  F.  imter  Hinzu- 
nahme von  (Z>  gebildete  Functionaldeterminante  in  dem  bezeichneten  Punkte 
hat.  Nach  dieser  Bestimmung  ist  der  Sinn  des  Fortgangs  verschieden,  je 
nachdem  <I>  an  die  Stelle  von  F,^  oder  an  die  von  F^  getreten  ist,  und  es 
soll  demgemäss  die  Linie  selbst  mit  [hk]  oder  mit  [kJi]  bezeichnet  werden; 
aber  der  Sinn  des  Fortgangs  ist  in  allen  Punkten  der  Linie,  welche  nicht 
Doppelpunkte  sind,  genau  fixirt  und  übrigens  von  der  Wahl  der  Function  fl> 
unabhängig.  Da  bis  zu  beliebiger  Nähe  der  Doppelpunkte  der  Sinn  des  Fort- 
gangs noch  festzustellen  ist,  so  schliesst  auch  das  Vorkommen  von  Doppel- 
punkten die  Anwendbarkeit  jener  Bestimmung  nicht  aus.  Das  hier  aus- 
einandergesetzte „Fortgangsprincip"  bildet  die  eigentliche  Grundlage  meiner 
Untersuchungen  über  Systeme  von  Functionen  mehrer  Variabein. 
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II. 

Es  soll  jetzt  noch  vorausgesetzt  werden,  dass  sämmtliehe  -^«(«  +  1) 
Linien,  welche  aus  dem  Functionen- Systeme  F  auf  die  angegebene  Weise 
entstehen,  geschlossene  Linien  seien  und  dass  die  Anzahl  der  durch  je  «  Glei- 
chungen F=0  bestimmten  Punkte  endlich  sei.  Betrachtet  man  nun  die  Linie 
[hk]  in  dem  durch  dieses  Zeichen  fixirten  Sinne  des  Fortgangs  an  denjenigen 
Stellen,  wo  sie  die  (n  —  1)  fache  Mannigfaltigkeit  F^  =  0  schneidet,  so  tritt 
dieselbe  dort  —  wenn  nicht  zugleich  JP  =  0  ist  —  aus  einem  Bereiche  wo 
Ff^  ■  F^  negativ  ist  in  einen  solchen  wo  F^  •  F^  positiv  ist,  oder  umgekehrt. 
Insofern  man  den  ersteren  Bereich  als  einen  inneren,  den  letzteren  als  einen 
äusseren  bezeichnen  kann,  wird  darnach  eine  Schnittstelle  von  {hlc\  mit 
jF^  =  0  als  ein  Austritt  oder  als  ein  Eintritt  der  Linie  \lik]  aufzufassen  sein; 
und  diese  auf  das  Fortgangsprincip  gegründete  Auffassung  ist,  wie  sich  zeigen 
wird,  von  der  wesentlichsten  Bedeutung  für  die  naturgemässe  Interpretation 
analytischer  Beziehungen.  —  Die  Gesammtzahl  der  Ein-  und  Austritte  ist 
eine  grade  Zahl;  wenn  man  also  von  der  Anzahl  der  Eintritte  die  der  Aus- 
tritte subtrahirt,  so  ist  die  Hälfte  der  so  gebildeten  Differenz  eine  ganze 
Zahl,  die  positiv  oder  negativ  oder  auch  Null  sein  kann.  Von  dieser  Zahl 
gilt  das  Fundamental theorem ,  dass  dieselbe  constant  ist,  wie  man  auch  die 
Indices  1i  und  h  auswählen  mag;  die  Zahl  ist  demnach  für  das  ganze  Func- 
tionen-System  charakteristisch  und  soll  darum  die  „Charakteristik"  desselben 
genannt  werden. 

Die  hier  betrachteten  Ein-  und  Austrittsstellen  der  verschiedenen 
\n{n-\-l)  Linien  des  Functionen-Systems  können  auch  als  die  gemeinsamen 
Punkte  von  je  n  Functionen  F  angesehen  werden.  Jeder  dieser  Punkte 
gehört  also  einem  Systeme  von  nur  n  nach  Weglassung  irgend  eines  i^^ 
übrig  bleibenden  Functionen  an.  Nimmt  man  nun  zu  diesen  n  Functionen 
an  Stelle  von  F^  eine  andere  Function  %^  hinzu,  welche  die  Eigenschaft  hat, 
dass  sie  nur  für  einen  einzigen  der  durch: 

F  =  F  =■■  ■  =  F      =F       =..=F=0 
bestimmten  Punkte  negativ,  für  alle  andern  aber  positiv  ist,  so  ist  die  Cha- 

23* 
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rakteristik  dieses  neuen  Systems  von  {u  +  1)  Functionen  iln-em  alisoluten 
Werthe  nach  gleich  Eins  und  ihrem  Vorzeichen  nach  mit  dem  der  Functional- 
determinante  zJ^  in  jenem  Punkte  übereinstimmend,  J^yO  vorausgesetzt. 
Diese  Charakteristik  soll  „der  Charakter  des  Punktes"  genannt  und  mit  -^  be- 
zeichnet werden.*)    Es  ist  hiernach  für  jeden  einfachen  durch  die  Gleichungen: 

F.  (£'/',   S^'',   ...5;f)  =  0,  (i  =  <),  1,  ...Z:-  1,7.4-  !,...„) 

definirten  Punkt  (^f,  ^\  ...  O- 

und  also  vermöge  des  Fortgangsprincips  längs  der  Linie  [h¥\  in  jedem 
Punkte  f^: 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  algebraische  Summe  der  Charaktere 
Silmmtlicher  Punkte  t^'*^  gleich  Null  ist  und  ferner  dass  die  algebraische 
Siimme  der  Charaktere  aller  derjenigen  Punkte  t^^'',  für  welche: 

ist,    mit   der   halben   Differenz   zwischen   der  Anzahl   der   Ein-  und  Austritte 


*)  Ich  habe  mir  keineswegs  verhehlt,  dass  es  etwas  Missliches  hat  von  der  Be- 
zeichnung „Charakteristik  eines  Systems  von  Functionen"  zu  dem  Ausdrucke  „Cha- 
rakter eines  Punktes"  überzugehen.  Denn  während  es  durchaus  unverfänglich  ist  die 
Charakteristik  als  eine  Eigenschaft  des  Systems  (F^ ,  F^,  ...  F^  von  der  Reihenfolge 
und  den  Vorzeichen  der  Functionen  F  abhängig  zu  machen,  ist  es  doch  bedenklich  eine 
solche  Eigenschaft  auch  als  die  eines  durch  die  Gleichungen:  F^  =  0  bestimmten  AVerth- 
systems  zu  bezeichnen.  Aber  das  Ungewöhnliche  oder  Anstössige  einer  solchen  Bezeich- 
nung haftet  nicht  an  dem  Begriffe  des  Punktcharakters,  da  derselbe  ja  mit  dem  einer 
gewissen  Charakteristik  vollkommen  identisch  ist,  sondern  nur  an  dem  Ausdrucke;  und 
ich  habe  mich  nach  reiflicher  Ueberlegung  für  Benutzung  dieses  Ausdrucks  entschieden, 
weil  einerseits  die  Darstellung  dadurch  ganz  ungemein  an  üebersichtlichkeit  gewinnt  und 
weil  es  andrerseits  freisteht,  da  wo  etwa  durch  den  Ausdruck  Srhwiorigkoitpn  ointreteii 
sollten,  auf  die  ursprüngliche  Bezeichnung  zurückzugelien. 
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der   Linie   [hJc],   d.  h.   also   mit   der   Charakteristik   des   Functionen -Systems 
übereinstimmt. 

Diese  einfache  Relation  zwischen  den  Charakteren  der  Punkte  ^  und 
der  Charakteristik  des  Systems  F  setzt  es  in  Evidenz,  dass  die  letztere  für 
alle  Linien  [lik]  bei  constantem  Index  k  unverändert  bleibt.  Aber  dieselbe 
Relation  führt  auch  zum  Beweise  der  Unveränderlichkeit  der  Charakteristik 
bei  Vertauschung  der  Indices  h  und  A:  und  also  zum  vollständigen  Beweise 
des  Satzes  über  die  Constanz  der  Charakteristik.  Betrachtet  man  nämlich 
sämmtliche  Punkte  ^''''  und  t;'*'  als  durch  die  n  Gleichungen: 

F,+,  =  j;^,  =  .  .  .  =  F  =  U 
definirt,  deren  Functionaldeterminante 

ist,  so  ist  in  Bezug  auf  dieses  Gleichimgssystem  der  Definition  gemäss  der 
Charakter  eines  Punktes  t,*^: 

B-%{f^),     wenn      £  =  +1      und      « •  F,(?'*')  >  0, 

und  der  Charakter  eines  Punktes  b'*': 

-£-z(f'0,       wenn       a^±l       und       £  •  F„  (£<"^)  >  0 ; 

und  deshalb: 

Ueberdies  ist: 

wenn  die  Summation  resp.  auf  alle  Punkte  ?**'  und  j''''  erstreckt  wird,  und 
hieraus  folgt  schliesslich,  dass 
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ist,  wenn  die  erstere  Summe  nur  auf  alle  diejenigen  Punkte  ?'*'  ausgedehnt 
wird,  für  welche  F^<0  und  die  letztere  nur  auf  diejenigen  Punkte  g'"^  für 
welche  F^^  <  0  ist. 

Die  vorstehenden  Auseinandersetzungen  behalten  unter  gewissen  Modi- 
ficationen  ihre  Gültigkeit  auch  für  besondere  Fälle,  welche  als  Grenzfälle  der 
allgemeinen  angesehen  werden  können;  z.  B.  wenn  in  Punkten,  die  durch 
n  Gleichungen  F=0  definirt  sind,  zugleich  die  Functionaldeterminante  der- 
selben verschwindet,  wodurch  der  Charakter  der  bezüglichen  Punkte  von  Eins 
verschieden  werden  kann.  Ferner  aber  lassen  sich  die  angeführten  Sätze  im 
Wesentlichen  auch  für  den  Fall  aufrecht  halten,  dass  die  Variabein  z  auf 
«fach  unendlich  viele  discrete  Punkte  beschränkt  werden.  Doch  sollen  die 
hierfür  nöthigen,  etwas  umständlichen  Erörterungen  übergangen,  und  nur 
einige  für  die  folgenden  Anwendungen  der  aufgestellten  Sätze  ganz  wesent- 
liche Bemerkungen  beigefügt  werden,  um  die  Functionen  F  von  gewissen  Be- 
schränkungen zu  befreien.  Es  ist  nämlich  keineswegs  erforderlich,  dass  die 
Functionen  F  durchgehends  au  ein  und  dasselbe  analytisch  gegebene  Gesetz 
gebunden  sind,  und  es  kann  überdies  jede  der  Functionen  F  durch  irgend 
eine  andere  ersetzt  werden,  wenn  dieselbe  nur  so  beschaffen  ist,  dass  sie 
längs  der  zu  betrachtenden  Linien  stets  gleiches  Zeichen  mit  jener  Function  F 
hat.  In  Folge  dessen  lassen  sich  z.  B.  Systeme  von  Functionen,  welche  nicht 
geschlossene  Linien  ergeben,   durch  solche  mit  geschlossenen  Linien  ersetzen. 


IIL 

Die  Charakteristik  des  Systems  F  selbst  gewinnt  eine  besondere  Be- 
deutung, wenn  man  die  Functionaldeterminante  von  n  Functionen  F  mit  in 
Betracht  zieht.  Wird  nämlich  die  Functionaldeterminante  von  F^^,  F^,  .  • .  F^ 
wie  oben  mit  z/^  bezeichnet,  so  ist  jene  Charakteristik  gleich  der  halben 
Differenz,  welche  man  erhält,  wenn  mau  von  der  Anzahl  der  Punkte,  wofür: 

z/„.F„<0,         F=F=...  =  f  =0 
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ist,  die  Anzahl  der  Punkte  subtrahirt,  wofür: 
ist.     Bezeichnet  man  also  mit: 

Ui,  ?2'  •••  k)>    (?i.  i,  ■■■  0>  ••• 

die  sämmtlichen  gemeinsamen  Werthsysteme  der  Gleichungen: 
F^  =  0,    F.^  =  0,    ...    F=0, 

so  giebt  die  Charakteristik  des  Systems 

K-i^^,  F^,F.^,...FJ 

den  halben  Ueberschuss  der  im  Innern  von  -Fq  =  0  liegenden  Punkte  (^)  über  die 
ausserhalb  F'o  =  0  belegenen  Punkte  an.  Wenn  endlich  der  Bereich:  F'^  <  0 
einen  anderen  Bereich:  F'ö<0  vollständig  einschliesst,  so  wird  die  Anzahl  der 
zwischen  den  beiden  Umgrenzungen  F^=  0  und  F^  =  0  belegenen  Punkte  (^) 
durch  die  Differenz  der  beiden  Charakteristiken  von: 

(J.-F;^,  F^,  F,,   ...  FJ        und        {zJ^-F,,  F^,  F„  ...FJ 

ausgedrückt. 

Ausser  diesem  Zusammenhang  zwischen  der  Anzahl  von  Systemen  (^) 
und  der  Charakteristik  existiren  noch  besondere  Beziehungen  für  den  Fall, 
dass  —  wenn  n  =  2m  ist  —  die  u  Functionen  F^,  F,^,  ...  F  die  n  Theile 
von  m  Functionen  ebensovieler  complexer  Variabein  sind.  Wird  namentlich 
für  F^  alsdann  eine  Function  gewählt,  welche  nur  für  endliche  Werthe  der 
Variabein  z  verschwindet  und  überdies  so  beschaffen  ist,  dass  für  sämmtliche 
Punkte  (^)  zugleich  -F^  <  0  ist,  so  giebt  es  in  diesem  Bereiche  {F^  <  0)  nur 
Eintritte  und  gar  keine  Austritte;  dasselbe  findet  auch  auf  der  Umgrenzung 
i^o  =  0  statt,  und  zwar  liegen  auf  derselben  doppelt  so  viel  Schnittpunkte 
jeder  durch  Ausschluss  einer  der  übrigen  Functionen  F  gebildeten  Linie  als 
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im  Innern.  Ist  -F^  < 0  ein  von  Fq<0  eingeschlossener  Bereich,  so  giebt  endlich 
die  Charakteristik  des  Systems: 

{F,,F^,F.^,...FJ 

gradezu  die  Anzahl  der  in  dem  Bereich  F'^  <  0  liegenden  Pimkte  (2;)  an. 
Hierbei  ist  aber  vorausgesetzt,  dass  dem  Begriffe  der  Charakteristik  ent- 
sprechend die  in  dem  betrachteten  Falle  sich  ins  Unendliche  verzweigenden 
Linien  in  dem  Bereiche  F^>0  durch  geschlossene  Linien  ersetzt  werden. 


IV. 

Wenn  F^,  F^,  ...  F^  ganze  rationale  Functionen  der  n  Varialjeln  z 
sind,  so  lässt  sich  auf  dieselben  mit  Hülfe  der  von  mir  im  Monatsberichte 
vom  December  1865  aufgestellten  InterpolationsformeP)  ein  der  Kettenbruchs- 
Entwickelung  analoges  Verfahren  anwenden.  Die  durch  dassellie  gelieferte 
Reihe  von  Functionen  bildet  die  Verallgemeinerung  der  Stitrm'schen  Reihe 
und  kann  zur  Ermittelung  der  Charakteristik  des  Systems  F  dienen.  Um 
dies  an  dem  einfachsten  Falle  zu  zeigen,  sei  Zj^  =  x,  z.^  =  y  und  zuvörderst: 

JF;  =  2/,    F^  =  f{x)-y,    F.^  =  f^{x)-y, 

wo  f  und  f^  ganze  Functionen  resp.  vom  Grade  2v  und  {2v  —  1)  bedeuten, 
in  denen  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  positiv  sind.  Bildet 
man  nun  in  bekannter.  Weise  durch  die  Ivettenbruchs-Entwickelimg  des  Quo- 
tienten der  beiden  Functionen  /'  und  /j  eine  Stürmische  Reihe 

a^),  t\(/),  f,{^),  ■■■, 

so  kann  der  Verlust  an  Zeichenwechseln,  den  diese  Reihe  Ijeim  Uebergange 
von  X  =  —  rx)  bis  a;==  +  oo  erleidet,  auf  Grund  der  obigen  Auseinander- 
setzungen in  einfacher  und  anschaulicher  Weise  gedeutet  werden;  dieser 
Verlust  ist  nämlich  genau  —  auch   dem  Zeichen  nach  —  mit  der  Charakte- 


>)  Monatsberichte  d.  Berl.  Akad.  v.  J.  1865.    S.  680— G91.     Bd.  I   S.  133  —  141  dieser  Ausgabe 
von  L.  Kronecker's  Werken.  H. 


ÜBER  SYSTEME  VON  FUNCTIOKEN  MEHRER  VARIABEL^'.  5^35 

ristik  des  Systems  {F^ ,  F^ ,  F^  übereinstimmend.  Wenn  ferner  f  mit  f 
von  einem  und  demselben,  f  —  f^  aber  von  niedrigerem  Grade  ist,  und  man 
bildet  die  Sturm' sehe  Reihe: 

fix),   f{x)-f^{x),    f,(x),... 

und  setzt  darin  für  x  zuerst  irgend  einen  Werth  a  und  nachher  einen 
grösseren  Werth  h,  so  ist  die  Differenz  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  — 
vorausgesetzt  dass  alle  Zeichenwechsel  mit  Ausnahme  eines  zwischen  den 
ersten  beiden  Gliedern  doppelt  gezählt  werden  —  gleich  der  Differenz  der 
Charakteristiken  der  beiden  Systeme: 

{y-{x  —  a),  f(x)  —  y,  f^{x)  -  y)  ,     {y-(x  —  h) ,  f{x)  —  y,  f^{x)  -  y)  . 

Wenn  man  sich  also  auf  der  Abscissenaxe  von  h  nach  a  bewegt  und  die 
Stellen  wo  F^  passirt  wird  als  Ein-  und  Austrittsstellen  bezeichnet,  je  nach- 
dem man  dort  in  ein  von  F^^  und  F^  umschlossenes  Gebiet  hinein  oder  aus 
einem  solchen  herauskommt,  so  wird  die  Differenz  der  Anzahl  dieser  Ein- 
imd  Austritte  durch  den  Verlust  an  Zeichenwechseln  bestimmt,  den  die 
Sturm' sehe  Reihe  von  a;  =  «  bis  x  =  b  erleidet.  Der  hier  erwähnte  einfachste 
Fall  ist  meines  Wissens  zuerst  von  Herrn  Sylvester  behandelt  nnd  in  einer 
ähnlichen  wenn  auch  weniger  anschaulichen  Weise  interpretirt  worden.  Herr 
Sylvester  hat  dabei  {Philosopliical  Transactions,  Part.  HI.  1853.  pag.  495)  einige 
Bemerkungen  hinzugefügt,  aus  denen  hervorgeht,  dass  derselbe  eine  Aus- 
dehnung gewisser  Sätze  auf  Functionen  mehrer  Variabein  vermuthet  hat.  Es 
seheint  mir,  dass  dieser  Vermuthung  durch  den  oben  unter  Nr.  H  gegebenen 
Satz  über  die  Constanz  der  Charakteristik  entsprochen  ist.  Die  Schwierig- 
keiten der  Verallgemeinerung,  deren  Herr  Sylvester  Erwähnung  thut,  dürften 
wohl  zumeist  in  der  Beschränkung  auf  algebraische  Gebilde  hegen,  die  er 
festgehalten  hat.  Sobald  ich  die  Einsicht  gewann,  dass  alle  bezüglichen  Be- 
trachtungen ausschliesslich  jenem  allgemeinen  Gebiete  angehören,  welches  für 
den  Fall,  wo  « =  2  oder  3  ist,  als  „Geometrie  der  Lage'''  bezeichnet  Avird, 
ergaben  sich  mir  die  einfachsten  Mittel  zur  Bewältigung  der  entgegenstehenden 
Schwierigkeiten. 

L.  Kronecker's  Werke  I.  24 
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V. 

Wird    eine    durch   die   n    reellen   Variabein    x^ ,   x, ,   ...  x^    gebildete 
Mannigfaltigkeit  auf  die  der  Variabein  z  durch  die  Gleichungen: 

bezogen,  so  entspricht  jedem  Punkte  z  ein  Punkt  x,  jedoch  im  Allgemeinen 
so,  dass  auch  zu  verschiedenen  Punkten  z  ein  und  derselbe  Punkt  x  gehören 
kann,  und  es  entspricht  daher  der  («  —  1)  fachen  Mannigfaltigkeit: 

F.ih,  h,.--  0  =  0 
eine  («  —  1)  fache  Mannigfaltigkeit: 

^{x^,  x„,  ...  a; J  =  0  . 

Von  der  Function  F^  wird  stets  vorausgesetzt,  dass  sie  nur  für  endliche 
Werthe  der  Variabein  z  negativ  sei.  Setzt  man  nun  sämmtliche  Variabein  x 
—  nur  Xj^  und  x^,  ausgenommen  —  gleich  Null,  so  bekommt  man  eine  in  der 
(li  —  1)  fachen  Mannigfaltigkeit  3>  =  0  enthaltene  einfach  unendliche  Folge 
von  Werthsystemen  x  d.  h.  also  eine  Linie.  Diese  Linie  windet  sich  genau 
so  vielmal  um  den  Nullpunkt,  als  die  Charakteristik  des  Functionen-Systems  F 
angiebt,  und  dabei  bezeichnet  auch  das  Vorzeichen  der  Charaliteristik  den 
Sinn  der  Windung.  Denn  jedem  Fintritte  der  Linie  \}i]i\  bei  F^^  =  0  ent- 
spricht ein  Durchgang  durch  x^  =  0  in  dem  einen  Sinne  der  Drehung,  jedem 
Austritte  ein  Durchgang  durch  x^^  =  0  im  entgegengesetzten  Sinne;  und  von 
einem  Eintritte  bis  zum  folgenden  wird  eine  halbe  Windung  vollendet.  Wenn 
man  also  das  „Vorwiirts-Kommen"  im  ersteren  Sinne  der  Drehung  auffasst, 
so  kommt  man  ebenso  oft  vorwärts  als  es  Eintritte  giebt  und  ebenso  oft 
rückwärts  als  Austritte  vorhanden  sind,  so  dass  das  ivirlüiclie  Vorwärts- 
Kommen  um  halbe  Windungen  durch  das  Doppelte  eben  jener  Zahl  an- 
gegeben wird,  welche  als  „Charakteristik"  definirt  worden  ist.  Da  die  Indices 
Ä;  und  h  ganz  beliebig  gewählt  und  ü])erdies  auch  nach  der  am  Schlüsse  von 
No.  II  gemachten  Bemerkung  für  die  Functionen  F  gewisse  andere  —  z.  B, 
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F,  —  f.,VFl  +  Fl     für    F, ,         F.,  —  k.^VFl-{-Fl    für    F, ,   . .  . 

substituirt  werden  können,  so  bleibt  die  Bedeutung  der  Charakteristik  als 
Windungszahl  nicht  auf  gewisse  zu  ^  =  0  gehörige  Linien  beschränkt,  son- 
dern die  Charakteristik  erhält  auch  eine  Bedeutung  für  die  gesammte  durch 
<J>  =  0  repräsentirte  Mannigfiiltigkeit.  Ebenso  hat  dieselbe  Mannigfaltigkeit 
(ü>  =  0)  je  eine  bestimmte  Windungszahl  wie  in  Beziehung  auf  den  Nullpunkt 
so  auch  in  Beziehung  auf  irgend  einen  beliebigen  Punkt  (|^,  ^.-^,  ...  |J,  und 
die  betreffende  Windungszahl  ist  gleich  der  Charakteristik  des  Systems: 

Nach  dem  Werthe  dieser  Charakteristik  kann  nun  die  Mannigfaltigkeit  x  in 
verschiedene  Bereiche  eingetheilt  werden,  so  dass  ein  und  derselbe  Bereich 
von  allen  denjenigen  Punkten  |  gebildet  wird,  für  welchen  jene  Charakteristik 
denselben  Werth  hat.  Der  Uebergang  aus  einem  Bereiche  in  den  andern 
erfolgt  alsdann  in  der  Mannigfaltigkeit  f&  =  0.  Doch  will  ich  die  weitere 
Ausführung  bei  Seite  lassend  sogleich  zu  der  wichtigsten  Anwendung  der 
vorstehenden  Betrachtungen  übergehen,  nämlich  zu  einem  Ausdrucke  der 
Charakteristik  durch  ein  (n  —  1)  faches  Integral,  wozu  man  unmittelbar  durch 
diesel1)en  geführt  wird. 

Es    sei   nämlich  dw   überhaupt   das   positiv   genommene  Element   der 
durch  irgend  eine  Gleichung: 

repräsentirten  (n  —  1) fachen  Mannigfaltigkeit,  und  es  möge  zur  Abkürzung  das 
seinem  Werthe  nach  bekannte  durch  Potenzen  von  n  ausdrückbare  Integral: 

/  div ,       über    zl -\-  zi -\-  ■  ■  ■  -\-  zl  =1    erstreckt , 

mit  5,  ferner  die  positiven  Werthe  von: 

VfI  +  fI  +  ...+F^         und  VfI  +  fI^  +  ...+  Fl 
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resjj.  mit  S  und  ®  bezeichnet  und  endlich: 


R 


0 

,     F 

F                F 

F,>     Fn, 

F                 F 

F       F 

^  i'        -^21  > 

• 

F,„     •••     i^,„ 

K,   K.> 

^„2.        ••■        ^,. 

gesetzt  werden.     Alsdann  ist  die  Charakteristik  des  Systems  F  durch: 


dw 


ausgedrückt,    wo    die    Integration    über    die    {n  —  1)  fache    Mannigfaltigkeit: 
jf^o  =  0  zu  erstrecken  ist. 

Nach  den  in  No.  III  enthaltenen  Erörterungen  kann  die  Begrenzungs- 
function  i^^  so  gewählt  werden,  dass  durch  den  hier  angegel^enen  Integral- 
ausdruck die  Anzahl  der  in  einem  bestimmten  Gebiete  enthaltenen  Punkte  f 
dargestellt  wird,  also  im  Falle  »  =  2  für  zwei  Curven:  F^  =  Q,  F^  =  0  die 
Anzahl  der  reellen  Durchschnittspunkte,  welche  innerhalb  eines  gegebenen 
Bereiches  liegen. 

Ich  bemerke  in  Bezug  auf  das  Element  div,  dass  dafür  die  Gleichung: 


div  ' 


ds. 


rf^i_i-^Vi 


dz 


stattfindet.  Wenn  man  nämlich  für  n  dem  Punkte  {z\,  z\,  ...  s^^  unendlich 
benachbarte  der  Mannigfaltigkeit:  F^^=Q  angehörige  Punkte  und  einen 
[n  +  1) ^'^°  ausserhallj  liegenden  Punkt  [s^,  z.^,  ...  s^  die  bekannte  Inhalts- 
Determinante  bildet  und  durch: 


V(^;  -  ^,)^  +  {/,  -  z,f  +  ...  +  (.„»-  .J^ 
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dividirt,   so  nähert  sich  dieser  Quotient  dem  für  das  Element  div  gegebenen 
Ausdrucke,  wenn  der  Punkt  {z^,  z^,  ...  zj  ins  Unendliche  rückt. 

Wenn  man  sämmtliche  der  Mannigfaltigkeit:  JP^  =  0  angehörenden 
Punkte  s  mit  0"  bezeichnet,  so  dass  also  z^,  s\,  ...  z1  mit  einander  durch 
die  Gleichimg: 

F,{z\,zl,...zl)^0 

verbunden   sind,    und    wenn   man  alsdann  irgend   einen  Punkt  z  mittels   der 
Gleichungen: 

F 

SO   zu  sagen  auf  die  Mannigfaltigkeit  F^  =  0   bezieht   (cf.   Gauss  „Allgemeine 

Lehrsätze  etc."  Art.  23^),  so  repräsentirt   die  Variable  p  eine  Grösse,  welche 

der  Entfernung   des  Punktes  z  von   dem  Punkte  0"  in  der  Normal-Richtung 

für  « =  3   entspricht  und  deren  Vorzeichen  mit  dem  von  F^  übereinstimmt. 

F 
Alsdann   erhält   der  Quotient  -^   die  Bedeutung,   dass   derselbe  gleich   dem 


cz 

partiellen  Differentialquotienten:  j^'  für  z^  =  z^  wird,  und  es  kann  dieser  Be- 
deutung entsprechend: 


cp 


gesetzt  werden.     Die  Determinante  R  erhält  hiernach  die  Gestalt: 

0         "         " 

ip  ■      zp  ■ 

F,. 


i?  = 


F       F        F 

F„,     F„,,     F.^.^,     ...    F„. 


•22  > 


F       F        F 


F 


8F„ 


und  ©  stimmt  mit  dem  partiellen  Differentialquotienten  -r-  überein. 


•)  C.  F.  Gauss'  Werke.    Band  V.    S.  225. 
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Wenn  man  das  die  Charakteristik  ausdrückende  Integral  aus  der 
Mannigfaltigkeit  z  in  die  Mannigfaltigkeit  x  transformirt,  so  bekommt  das- 
selbe eine  anschauliche  Form;  denn  das  Element  desselben  ist  alsdann  die 
Verallgemeinerung  desjenigen,  welches  für  n  =  3  das  Element  des  am  Null- 
punkte liegenden  und  einem  Elemente  der  Flüche  ^>  =  0  entsprechenden 
räumlichen  Winkels  bildet.  Das  Integral  der  Charakteristik  stellt  also  in 
doppelter  Hinsicht  eine  Verallgemeinerung  des  von  Gauss  in  der  Theoria 
attractionis  corpormn  spliaeroidicorum  elUptkormn  Art.  6  gegebenen  Integrals^) 
dar;  denn  es  ist  die  Beschränkung  auf  drei  lutegrations- Variabein  und  selbst 
für  w  =  3,  die  Beschränkung  auf  Begrenzungen  einfacher  Körper  aufgehoben, 
also  der  Fall  einer  gegenseitigen  Durchdringung  von  Körpern  nicht  aus- 
geschlossen. 

VI. 

Das  eben  erwähnte  Integral  von  Gauss  ist  ein  specielleres  als  das- 
jenige, welches  er  l)ei  Herleitung  der  Potential-Gleichung  benutzt.  Dieses 
allgemeinere  Integral  geht  in  jenes  über,  wenn  die  Dichtigkeit  constant  ist. 
Dieser  Umstand  führte  mich  auf  die  durch  den  Erfolg  vollkommen  bestätigte 
Vermuthung,  dass  die  Potential-Theorie  Anhaltspunkte  bieten  dürfte,  um  zu 
einer  allgemeinen  Darstellung  beliebiger  Functionen  der  durch  ein  Gleichungs- 
System:  F=0  definirten  Punkte  l  viud  damit  auch  zu  einer  Verallgemeine- 
rung des  sogenannten  Cauchy'iiQheu  Integrals  zu  gelangen. 

Bedeutet  %  eine  eindeutige  Function  der  Variabein  z  und  setzt  man 
zur  Abkürzung  dv  für  das  Element  einer  «fachen  Mannigfaltigkeit  d.  h. 
also  für: 

dz^  ■  dz^  •  •  •  dz^^ , 

ferner:  S{^)  für  den  positiven  Werth   der  Quadratwurzel  aus: 

(F,  -  5>)'  +  {F^.  -  L)'  +  ---  +  iF-  If, 
so  ist  das  über  den  Bereich:  -Fg<0  ausgedehnte  Integral: 


C.  F.  Gauss'  Werke.     Band  V.    S.  7—9. 
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J 


(n  -  2)  •  saf 


dv 


eine  dem  Potential  analoge  Function  der  n  Variabein  ^  und  soll  mit:  11(1) 
bezeichnet  werden.  Für  den  Fall  « =  2  aber  ist  statt  des  Divisors  imter 
dem  Integralzeichen :  —  log  <S'(|)  als  Factor  zu  nehmen.  Das  Integral  U, 
welches  ich  auch  kurzweg  Potential  nennen  will,  erhält  die  gewöhnliche 
Form,  wenn  man  es  aus  der  Mannigfaltigkeit  s  in  die  ]\Iaunigfaltigkeit  x 
transformirt,  da  /l^  die  Functionaldeterminante  der  n  Functionen  F  ist.  Aber 
in  der  Mannigfaltigkeit  x  ist  fj  ™  Allgemeinen  nicht  mehr  eindeutig  sondern 
eine  mehrdeutige  Function  der  Punkte  x,  so  dass  das  Potential  IT  auch  für 
den  Fall  >*  =  3  ein  Potential  bei  mehrdeutiger  Dichtigkeit  oder  mehrfacher 
Raumbedeckung  darstellt. 

Für  die  Functionen  F  werden  die  früheren  Voraussetzungen  fest- 
gehalten, dass  sie  —  wenigstens  innerhalb  des  betrachteten  Crebietes  I'„  <  0  — 
im  Allgemeinen  stetig  und  differentiirbar  und  endlich  seien,  obgleich  sich 
diese  Voraussetzungen  noch  modifich'en  lassen.  Das  Gebiet:  F^<Q  soll  nur 
endliche  Werthe  der  Variabein  z  enthalten.  Die  Function  %  soll  so  be- 
schaffen sein,  dass  f5  •  ^o  innerhalb  des  Integrations-Gebietes  überall  endlich 
und  stetig  bleibt  und  dass  %  selbst  diese  Eigenschaften  in  der  unmittelbaren 
Umgebung  der  Punkte  ^  besitze,  deren  Anzahl  wie  bisher  als  endlich  voraus- 
gesetzt wird.  Ueberdies  soll  die  Function  %  nach  sämmtlichen  Variabein 
differentiirbar  sein.  Bezeichnet  man  nun  in  üblicher  Weise  mit  jn(i)  die 
Summe  der  zweiten  Ableitungen  von  JI  nach  den  Variabelu  i,  so  kann  man 
sich  unbeschadet  der  Allgemeinheit  auf  den  Fall  beschränken,  wo  sämmt- 
liche  I  nach  der  Differentiation  gleich  Null  gesetzt  werden,  und  man  erhält 
alsdann  die  fundamentale  Gleichung: 

W  z/77(0)==-s.  2:^(0 -5(5), 

wo  sich  die  Summation  auf  alle  durch  die  Bedingungen: 

F^<0,    F^  =  0,    F,==0,     ...,    F=0 

definirten  Punkte  ^  bezieht.     In  dieser  merkwürdigen  Gleichung  tritt  sowohl 
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die  eigenthümliche  Bedeutaiig  des  Potentials  JT  als  auch  die  Wichtigkeit  der 
Uuterscheidung  der  Punkte  nach  ihren  Charakteren  auf  das  Klarste  hervor. 
Man  kann  dies  auch  dadurch  erläutern,  dass  —  Avenu  nur  einfache  Punkte  ^ 
vorhanden  sind,  %-/i^=  '^(s)  gesetzt  und  mit  ^(^)  der  absolute  d.  h.  der 
positive  Wertli  von  -^o(fe)  bezeichnet  wird  —  die  Gleichung  (3Q  in: 

übergeht.  Aber  die  Beziehung  zu  den  für  den  Fall  n  =  2  bekannten  Eesul- 
taten  zeigt  sich  erst  bei  der  Umwandlung  von  JU  in  die  Differenz  zweier 
Integrale,  mittels  deren  ich  jene  Fundamentalgleichung  erlaugt  habe. 


VII. 

Wenn   man   in  dem  Potential  U  die  Variabelu  oo  einfährt,  so  erhält 
mau  das  über  das  Crebiet  ^  <  0  (cf.  No.  V)  zu  erstreckende  Integral: 


n-^J- 


^(^V-      dv, 


wo  K{(i')  die  durch  die  Gleichungen: 

gegebene  mehrdeutige  Function  der  Variabein  x  ist.  Die  Gmiss'BQh.Q  Methode 
zur  Bestimmung  von  z/lT,  auf  ein  allgemeines  n  angewendet,  besteht  nun 
im  Wesentlichen  darin,  dass  nach  einmaliger  Differentiation  unter  dem  Inte- 
gralzeichen für  die  Varialieln  x  neue  Varialjeln  x'  mittels  der  Gleichungen: 


eingeführt  werden.  Alsdann  kommen  nämlich  die  Grössen  |  unter  dem  Inte- 
gralzeichen nur  noch  in  der  Function  K  und  aber  auch  in  jener  Function  <& 
vor,  welche  das  Integrationsgebiet  bestimmt.  Indem  man  nunmehr  nochmals 
nach  den  Grössen  |  diflerentiirt  und  summirt,  erhält  man  für  z/JI  das 
Aggregat  zweier  Integrale,   die  den  ö«?rss'schen  durchaus  analog  sind.     Man 
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kann  übrigens  die  Einführung  der  Variabelu  x'  schon  in  dem  Potential  selbst 
vornehmen  und  erst  nachher  zweimal  nach  den  Variabelu  ^  diflfereutiiren, 
ein  Verfahren,  bei  welchem  man  nach  der  ersten  Differentiation  den  Ausdruck 
erhält,  welcher  in  den  Dir^c/iZei 'sehen  Vorlesungen  über  das  Potential  durch 
partielle  Integration  erlangt  wird.  Endlich  aber  ist  zu  bemerken,  dass  die 
Betrachtung  mehrdeutiger  Functionen  K{x)  oder  mehrfach  bedeckter  Mannig- 
faltigkeiten und  die  damit  verbundene  Schwierigkeit  zu  umgehen  ist,  wenn 
man  die  ursprünglichen  Integrations-Varial^eln  z  beÜDehält  und  alsdann  Va- 
riabein z    zu  Hülfe  nimmt,  die  durch  die  Gleichungen: 

für  kleine  Werthe  der  |  eindeutig  Ijestiimnt  sind,  sobald  die  Ueberein- 
stimmung  sämmtlicher  z  mit  den  bezüglichen  z  für  die  NuUwerthe  der  | 
festgesetzt  wird. 

Wenn  man  in  der  ersten  Horizontalreihe  der  unter  No.  V  eingeführten 
Determinante  die  Ableitungen  von  jP^  durch  die  von  %  ersetzt  und  die  hier- 
durch entstehende  Determinante  mit  9t  bezeichnet,  so  dass: 


0   , 

%, 

^2    >        ■ 

■    5„ 

^:. 

Fn> 

F,,,     . 

■     F, 

^.. 

Fn> 

F 

-^23' 

■■     F, 

9t  = 


F      F        F  F 

wird,  so  sind  es  die  beiden  durch  die  Gleichungen: 

r=J'^dv  (über  F^<0  erstreckt) 

W=f^  •  4  ätv       (über  F^  =  0  erstreckt) 
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definirten  Integrale   V  xind   W,  deren  Aggregat  JII  ergiebt.    Es  ist  nilmlich: 

z/77(0)  =  —  F+  W, 

imd  eine  genauere  Untersuchung  der  Natur  der  beiden  Integrale   V  uud   W 
führt  zu  der  oben  für  z/JT  gegebenen  Fundamentalgleichung. 


VIII. 

Die  beiden  Integrale  V  und  W  sind  einerseits  von  den  in  den  Func- 
tionen F  vorkommenden  Constanten,  andrerseits  von  den  durch  die  Func- 
tion F^  bestimmten  Integrationsgebieten  abhängig.  Wenn  der  Bereich  F^^O 
keinen  Punkt  £■  enthält,  so  ist  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen 
von  IT  gestattet  und  dieselbe  ergiebt:  z/JT(0)  =  0  also: 

—  v-\-  W-=0. 

Wenn  man  ferner  den  Bereich  F^^O  auf  die  unmittelbare  Umgebung  eines 
einfachen  Punktes  ^  beschränkt  und  den  Inhalt  des  Gebietes  ins  Unendliche 
abnehmen  lässt,  so  verschwindet  das  Integral  V,  während  der  Werth  von  W 
sich  der  Grenze: 


5(0- r4 


•  dtv 


nähert  d.  h.,  unter  Berücksichtigung  von  dem  in  No.  V  Gesagten,  der  Grenze: 

-s-xa)-g(g)- 

Hieraus  folgt  alsdann,  dass 


(A) 


_  v+  w=^-öJZx{t)-%a) 


wird,  wenn  die  Integrationen  in  V  und  W  über  Gebiete  erstreckt  werden, 
die  durch  eine  Ijeliebige  Function  i'„  bestimmt  sind,  und  wenn  die  Summation 
rechts  sich  auf  alle  Punkte  ^  bezieht,  für  welche  Fq{^)  <0  ist.  Nur  ist  anzu- 
nehmen, dass  für  keinen  Punkt  ?  die  Function  F^  selbst  verschwindet. 
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Für  den  Fall  n  =  3  und  F^  =  s^,  F.^  =  z^,  F^  =  z^  gehen  die  beiden 
Integrale  V  und  W,  beide  negativ  genommen,  in  die  von  Gauss  in  seineu 
„Allgemeinen  Lehrsätzen  etc."  pag,  14  (Gauss  Werke  Bd.  V.  pag.  209)  mit  31 
und  N  bezeichneten  über.  Für  ein  beliebiges  n  und  lineare  Functionen  F 
sind  dem  Integrale  W  vervpandte  Integrale  von  Jacohi  {Journal  für  Mathe- 
matik, Bd.  XIV  pag.  51  sqq.'))  behandelt  worden;  doch  will  ich  mich  hier  auf 
dieses  blosse  Citat  beschränken,  ohne  auf  den  Inhalt  und  die  Bedeutung  der 
erwähnten  Jrtco&i'schen  Abhandlung  naher  einzugehen. 

Wenn  %  =  \   ist,    so   verschwindet   V  und   die   Relation   (A)    ergiebt: 

d.  h.  die  mit  der  Charakteristik  des  Systems  [F^,  F^,  ...  F )  gleichbedeutende 
Summe  der  Punktcharaktere  durch  das  Integral  W  ausgedrückt,  was  mit 
dem  Inhalte  des  Abschnittes  V  übereinstimmt.  Für  den  allgemeinen  Fall 
aber  giebt  die  Clleichung  {Ä)  analog  dem  sogenannten  Cauchy'' SGhen  Satze 
einen  Integral-Ausdruck  für  die  algebraische  Summe  aller  Werthe,  welche 
eine  gegebene  Function  i5(^] ,  s.^,  ...  zj  annimmt,  wenn  darin  die  durch  die 
Bedingungen : 

F^<0,    -Fj  =  0,    F,  =  0,     ...  F  =0 

definirten  Werthsysteme  z  substituirt  werden,  vorausgesetzt  jedoch,  dass  man 
jeden  dieser  Functionswerthe  bei  der  Summation  mit  demselben  Vorzeichen 
versieht,  welches  die  Functionaldeterminante  von  F^,  F^,  ...  F^  für  das  be- 
zügliche Werthsystem  hat.  Wenn  also  die  Functionaldeterminante  für  alle 
jene  Werthsysteme  z  ein  und  dasselbe  Zeichen  behalt,  so  wird  durch  die 
Gleichung  (Ä)  genau  wie  durch  den  Cauchjf sehen  Satz  die  Summe  aller 
Functionswerthe  ^  durch  einen  Integral-Ausdruck  dargestellt. 


')  C  G.  J.  Jaeobi.    Dato  systemate  n  aequationnm  linearium  inter  n  incognitas,  valores  in- 
cognitarum  per  integralia  definita  (w — l)-tuplicia  exhibentur.  —  Werke  Bd.  VI.    S.  79 — 85.        H. 
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IX. 

Wenn  für  eine  grade  Zahl  «  =  2«i  die  Functionen    F^,  F^ 
n  Theile  von  m  Functionen  der  complexen  Variabein: 


F    die 


?/j  =  2^  +  «3„ 


+  1' 


V,  =  ^2  +  is„ 


+  2' 


Vm   =  ^m   +   ^^2 


sind,  so  hat  die  Functionaldeterminante  stets  einerlei  Zeichen.  In  diesem 
Falle  stellt  sich  aber  die  Analogie  der  Gleichung  (^4)  mit  dem  Caiichy'' ^oheu 
Satze  noch  vollständiger  dar,  indem  sich  alsdann  das  Aggregat  der  beiden 
Integrale  V  und  W  in  ein  einziges  {n  —  1)  faches  oder  Begrenzungs-Integral 
verwandeln  lässt.  Um  diese  merkwürdige  Umformung  naher  zu  präcisiren, 
seien  f ,  f^,  ...  f^^  Functionen  von  y^,  y,^,  ...  y^,^  und  für  jeden  Index  k 
sei  f^  zu  /^  conjugirt;  ebenso  sei  f  eine  Function  der  complexen  Variabein  y 
und  f  zu  f  conjugirt;  ferner  sei  f^^  die  Ableitung  von  f^  nach  y^  und  f^^^ 
conjugirt  zu  f^^',  endlich  sei: 


2F  =  f  -4-  f 
für  k  =  1 ,  2,  ...  m  und: 


^iK-,k  =  fk-fk 


WO  entweder   a  =  6'=  +  1    oder   t  =  —  s'  =  i  zu  setzen  ist. 
zur  Abkürzung  noch  folgende  Bezeichnungen  ein: 


Ich  führe  nun 


für  k  =  l,  2 . 


■^  Ok  ''-^0,7h  +  k  -'oi' 

.  m  und: 


-^Oi  "r    ^■''o,  m  +  i  "'Oi 


0,     f 

.  ,  t 

i     '       ■ 

■•   L 

/x.    / 

u'     / 

12   > 

■  ■       hm 

f,,    f 

21   >       '22   ' 

■■  4„ 

9^1  = 

L>  t 

ml  '       ' 

mi  ' 

••  L. 

und  $R„  conjugirt  zu  9tj 
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R,  = 
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^    >       'Ol    '       '02    ' 
'l    '       '11    >       '12    ' 

f.>  ^21,  /; 


'  Jii  >       '  ml  >       '  m2  ' 

'11   '        '12   ' 
'21   '        '22  ' 


D,  = 


'ml »        'm2  » 


und  i?2  coujugirt  zu  i?j 


und  D,  coujugirt  zu  Dj , 


Alsdann  wird: 

R=    R,B^+     R.D, 

d.  h.  die  Determinanten  9i  und  R  lassen  sich  beide  als  Determinanten  zweiter 
Ordnung  darstellen,  deren  Elemente  Determinanten  (m  +  1)^*"  und  «**"  Ord- 
nung sind.  Ferner  lässt  sich  das  w fache  Integral  V  für  Gebiete,  die  keine 
Punkte  ^  enthalten,  in  ein  (n  —  l)faches  transformiren,  und  zwar  wird: 


während 


V=f{s\R^D,  +  erR,D;)-^, 

W=fis\  +  s'rXR.R^  +  r,d;)  ■  ^ 


ist,  beide  Integrationen  über  die  ganze  Begrenzung  ausgedehnt.    Hieraus  folgt 
also,  da     (—  F+  W)     gleich  Null  ist,  dass: 
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eh-  -^-^  div  +  f'  /   '•  -^-^  dtv  =  0 

wird.  Da  nun  iu  dieser  (lleichuug  einerseits:  6  =  f'=  +  l  andrerseits: 
B  =  —  E'  =  i  zu  setzen  ist,  so  folgt  endlich,  dass  jedes  der  beiden  einander 
conjugirten  Integrale  für  sich  verschwinden  muss. 

Das  hier  auftretende  Integral: 

J       s" 

ist  es  nun,  welches  als  eine  Verallgemeinerung  des  CaMC%'schen  Integrales 
betrachtet  werden  kann.  Denn  während  dasselbe  verschwindet,  sobald  die 
Begrenzung  F^  =  0  keinen  Punkt  ^  umschliesst,  reducirt  sich  dasselbe,  wenn 
Fg<0  die  unmittellmre  Umgebung  eines  einzigen  Punktes  ^  bildet,  auf: 

Es  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  bei  derartiger  Begrenzung: 


also: 


/^*=i/w«=  +  ^-A)-^:" 


wird.  Da  nun  die  rechte  Seite  dieser  Grleichuug  nach  dem  in  Xo.  V  Ge- 
sagten den  Charakter  des  eingeschlossenen  Punktes,  mit  —  —  ä  multiplicirt, 
darstellt,  so  erhillt  man  bei  der  angenommenen  Begrenzung: 

ß.^dtv  =  -^si.xa)-KO, 
und  demnach  bei  einer  hellehigen  Begrenzung  F^  endlich: 
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(B)  ß  .^div  =  -^  s2:K0-fa) , 


wo  die  Integration  über  die  (n  —  1)  fache  Mannigfaltigkeit:  i^,  =  0  und  die 
Summation  auf  alle  Punkte  ^  auszudehnen  ist,  für  welche  F^  einen  negativen 
Werth  annimmt. 


X. 

Die  Charaktere  sämmtlicher  Pimkte  ^  die  den  n  Gleichungen  F^  =  0 
genügen  sind  positiv  und  für  einfache  Punkte  der  Einheit  gleich.  Die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (B)  wird  also,  wenn  man:  ij^  =  b^  +  *b,„+i  setzt: 

vorausgesetzt  dass  man  bei  der  Summation  jeden  Werth  f(i^)  so  viel  mal 
nimmt  als  der  Charakter  des  betreffenden  Punktes  angiebt.    Ferner  wird: 

und  (cf.  No.  V): 
also  wenn  man: 

0  0        1       ■    0 

und  demgemäss: 

0  0        ,       ■    0 

setzt,  wo  ?/"  den  —  so  zu  sagen  —  nach  der  Normale  p  genommenen  par- 
tiellen Differentialquotieuten  von  y^  in  dem  der  Mannigfaltigkeit:  F^==0  an- 
gehörenden Punkte  y^  bedeutet: 


2    ^*P 


1       0 
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Endlich  sei: 


'1    '       'U    '       '12    ' 
'2   '       '21    '       '22    ' 


Im  >         'ml  >       Imi  ' 


f 


und  f  •  Dj  =  93 ,  wo  D^  wie  bisher  die  Fvmctionaldetermiuaute  der  Func- 
tionen f  bedeutet.  Nach  Emführung  dieser  Bezeichnungen  geht  die  Glei- 
chung (B)  über  in: 


(C) 


J  (Zff'f  ^^  ■". 


(1)' 


wo  die  Integration  über  die  Mannigfaltigkeit :  F^  =  0  auszudehnen  ist,  und 
zwar  stets  in  dem  Sinne,  dass  fdw  positiv  bleibt,  während  die  Summation 
rechts  sich  auf  sämmtliche  Punkte  vj  bezieht,  welche  den  Bedingungen: 

j^o<o,      /;  =  o,  f,  =  0,  ...  /■,„  =  o 

genügen,  aber  jeder  Punkt  so  vielmal  gerechnet  als   sein  Charakter  augiebt. 

Für   m  =  1  geht  die  Gleichung  (C)   in  die   Ca»c/;^'sche  Formel   über, 
denn  es  wird  alsdann: 

D  =  2n,       Zff'^fjl,       o  =  -yl-f[, 

und  wenn  statt  z^ ,  sl  die  Buchstaben  x^ ,  y^  für  die  Goordinaten  der  Punkte 
auf  der  Curve :    i^o  =  0    eingeführt  werden : 

0  _  ^K  H-ypO 
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Nimmt  mau  nun  dw  d.  h.  das  Element  wachsendeu  Bogens  auf  der 
Curve:  i^^  =  0  so,  dass  man  in  diesem  Sinne  fortgehend  die  negativen  Werthe 
von  p  also  auch  die  negativen  Werthe  Von  F^  zur  Linken  behält^  so  ist: 

dp        dw  '         dp  dw  ' 


also : 


ip  *  '  dw 


und   die   Gleichung  (C)   erhält   demnach   —   wenn   überdies    für   f^,  f^^   resp. 
f,  f  und     i  -\-  rji     für  tj  gesetzt  vrird  —  die  bekannte  Form: 

J  /K  +  vo')   ^  » +  ^»^  ~     ^  rci  +  vi) ' 

welche  sich  somit  in  der  That  als  specieller  Fall  der  Gleichung  (C)  darstellt. 


XL 

Diejenigen  Werthsysteme  oder  Punkte  {^^,  b„,  ...  g'J,  für  welche  mit 
den  Functionen :  F^,  F^,  .  . .  F^  zugleich  deren  Functionaldeterminante  ver- 
schwindet, haben  —  wie  schon  oben  bemerkt  —  einen  Charakter,  dessen 
absoluter  Werth  von  Eins  verschieden  und  auch  gleich  Null  sein  kann.  Der 
Charakter  derartiger  Punkte  kann  als  durch  das  Integral  der  Charakteristik, 
also  (cf.  No.  V)  di;rch: 


(hv 


definirt  angesehen  werden,  wobei  die  Integration  auf  ein  beliebiges  Gebiet 
F^  =  0  zu  erstrecken  ist,  welches  aber  ausser  dem  betrachteten  Punkte  '^ 
keinen  andern  umschliessen  darf.  In  gleicher  Weise  kann  also  für  den  spe- 
ciellen  in  den  Abschnitten  IX  und  X  behandelten  Fall  von  Functionen  com- 
plexer  Variabein  der  Ausdruck: 

L.  Kronecker'ä  Werke  I.  26 
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1     r   02), 


(D)  -4/-^ 


-  diu 

) 


als  Definition  des  Charakters  eines  Punktes  gelten;  cl.  h.  das  Integral  {D) 
giebt  an,  wie  vielfach  ein  Werthsystem  (j;^,  7)^,  ...  rj^)  zn  rechnen  ist, 
welches  den  Gleichungen: 

t\(ni,  ^2>  ■■■  %)  =  0,   fiivv  %>  •  ■  •  *?«)  =  *^'   •  •  •   fnX'ii'  %>  ■  ■  ■  vj  =  0 

genügt,  sobald  die  Integration  über  eine  (n  —  1)  fache  Mannigfaltigkeit:  F^  =  0 
erstreckt  wird,  für  welche  der  Bereich  F^<0  nur  jenen  einzigen  Punkt  {tj) 
enthält. 

Die  Formel  (C)  l;)leibt  anwendbar,  wenn  die  Gleichungen  f=0  ausser 
für  discrete  Punkte  tj  auch  noch  für  eine  einfache  oder  mehrfache  j\Iannig- 
faltigkeit  von  Punkten  erfüllt  sind;  nur  muss  dann  die  Begrenzung  F^  so 
gewählt  werden,  dass  jene  Punktfolgen  von  dem  Bereiche  Fq<0  aus- 
geschlossen bleiben.  Wenn  nun  in  diesem  Falle  F^  zugleich  so  bestimmt 
wird ,  dass  der  Bereich  -Fß  <  0  die  sämmtlichen  discreten  Punkte  i]  enthält, 
so  wird  die  Anzahl  derselben  durch  das  Integral  (D)  ausgedrückt.  Man 
könnte  deshall)  von  einer  genaueren  Discussion  dieses  Integrals  vielleicht 
einigen  Aufschluss  sowohl  über  die  eben  erwähnten  bemerkenswerthen  Fälle 
erwarten  als  ül^er  diejenigen,  wo  eine  Multiplicität  von  Punkten  auftritt, 
Fälle  welche  selbst  für  algeljraische  Gleichungs-Systemo  bisher  noch  wenig 
erörtert  worden  sind.  Al^er  es  ist  nicht  zu  verkennen,  dass  die  Ermittelung 
des  Werthes  jenes  Integrals  (D)  für  die  bezeichneten  Fälle  Schwierigkeiten 
darbietet,  die  eben  mit  der  allgemeinen  Gültigkeit  desselben  untrennbar  ver- 
bunden sind.  Dies  erhellt  schon  aus  dem  Umstände,  dass  sänimtliche  hier 
betrachteten  Integrale  eine  ganz  andere  Form  annehmen,  wenn  man  für  die 
Gleichungs-Systeme:  -^^  =  0  oder  /'^  =  0  andere  aber  äquivalente  nimmt, 
d.  h.  solche,  welche  genau  dieselben  Punkte  ^  oder  rj  (sammt  deren  Charakter) 
bestimmen,  während  natürlich  die  Integrale  ihrem  Werthe  nach  dabei  unver- 
ändert bleiben  müssen.  Andrerseits  sollen  aber  auch  die  Erleichterungen 
hervorgehoben  werden,  welche  man  sich  bei  der  directen  Ermittelung  jeuer 
Integralwerthe  erlauben  darf.  Man  kann  nämlich  für  gegebene  Begrenzungs- 
Functionen  F^  andere  einer  möglichst  bequemen  und  geeigneten  analytischen 


ÜBER  SYSTEME  VON  FUNCTIONEN  MEHRER  VARIABELN.  203 

Darstellung  zugängliche  Begrenzungen  substituiren,  da  es  ja  nur  darauf  ankommt, 
dass  diese  mit  jenen  in  Bezug  auf  die  umschlossenen  Punkte  (rj)  übereinstimmen. 

An  die  hier  berührte  Werth-Ermittelung  für  Integrale  von  der  Form: 

. . .     zj  (ItV 


jHl 


will  ich  noch  einige  erläuternde  Bemerkungen  knüpfen.  Die  Einführung  solcher 
Begrenzungs-Integrale  war  bei  dem  Gegenstände  meiner  Untersuchungen  durch- 
aus geboten  und  auch  von  denselben  Vortheilen  grösserer  Einfachheit  und 
Anschaulichkeit  begleitet  wie  im  Falle,  wo  n  die  Werthe  2  oder  3  hat,  d.  h. 
wie  im  Falle  der  Ebene  imd  des  Raumes.  Aber  derartige  Begrenzungs-Inte- 
grale sind  nicht  unmittelbar  für  die  Berechnung  geeignet,  sondern  müssen  zu 
diesem  Zwecke  erst  in  angemessener  Weise  transformirt  werden.  Das  Inte- 
grations-Gebiet für  die  erwähnten  Integrale  ist:  F^=0  d.h.  also  eine  aus  der 
)i  fachen  Mannigfaltigkeit  (s)  ausgeschiedene  {n  —  1)  fache  Mannigfaltigkeit, 
und  das  Element  derselben  dw  findet  sich  (cf  No.  V)  durch: 

+  =—  ds,-dz„  •  ■  ■  dz^  . 

• —  77*  1         s  n  —  \ 

On 

ausgedrückt,  während  das  Element  eiuer  an  sich  betrachteten  {n  —  1)  fachen 
Mannigfaltigkeit  {2^,  s.^,  ...  s^_^)  durch  das  Product: 

dz^-dz^  ■  ■  •  dz^_^ 

gegeben  sein  würde.  Die  hierbei  auftretende  Verschiedenheit  der  Natur  von 
r  fachen  Mannigfaltigkeiten,  je  nachdem  man  dieselben  an  sich  betrachtet 
oder  aus  einer  Mannigfaltigkeit  höherer  Ordnung  aussondert,  kann  nicht 
genug  hervorgehoben  werden;  in  den  wenigen  der  geometrischen  Inter- 
pretation zugänglichen  Fällen  sind  derartige  Unterscheidungen  auch  voll- 
kommen geläufig.  Eine  an  sich  betrachtete  oder  (nach  Biemann)  ebene  v  fache 
Mannigfaltigkeit  hat  als  Element  das  Product  der  Elemente  der  v  Variabein 
d.  h.  also  das  Product  der  Elemente  der  v  einfachen  Mannigfaltigkeiten,  aus 
denen  die  v  fache  hergeleitet  ist.  Man  kann  nun  kurzweg  die  für  die  Aus- 
werthung  jener  Begrenzungs-Integrale  erforderliche  Transformation  dahin  cha- 
rakterisiren,  dass  durch  dieselbe  die  ausgesonderte  (n  —  1)  fache  Mannigfaltig- 

26* 
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keit:  ^^,3  =  0  auf  eine  au  sich  betraclitete  oder  ebene  {n  —  1)  fache  Mannig- 
faltigkeit eindeutig  bezogen  und  in  dieselbe  transformirt  werden  muss.  Die 
Möglichkeit  einer  solchen  Transformation  geht  unter  Anderm  aus  folgenden 
Betrachtungen  hervor. 

Wenn  man  den  Polarcoordinaten  entsprechend  für  die  Variabein  z  die 
durch  die  Gleichungen: 

"l  +  "2  +  '■■  +  "]",  ^  1 

definirten  neuen  Variabein:  r,  u^,  u^,  ...  u^  einführt,  wo  /•  positiv  zu  nehmen 
und  unter  {Z^,  Z.^,  ...  ZJ  irgend  ein  fixirter  Punkt  (s)  zu  verstehen  ist,  so 
kann  l^ei  dieser  Transformation  die  Gleichung:  J^^  =  0  den  Radius  Vector  r 
als  eindeutige  Function  der  Veränderlichen  u  bestimmen.  In  diesem  Falle 
soll  der  Bereich:  Fg<0  ein  „Bezirk"  des  Punktes  Z  (oder  in  Beziehung  auf 
den  Punkt  Z)  heissen.  Da  die  n  Variabein  tt  eindeutig  durch  (n  —  1)  Va- 
riabein ausdrückbar  sind,  ül^erdies  auch  jede  einfache  Folge  von  Werthen 
einer  Variabein  x  zwischen  beliebigen  Grenzen: 

a    ^      ^  b 

—    <X  <   -TT 

a  b 

durch  eine  Substitution  —  z.  B.  indem: 


X  = 


gesetzt  wird  —  eindeutig  in  die  gesammte  unendliche  Werthfolge  der  Va- 
riabein y  zu  transformiren  ist,  so  leuchtet  ein,  dass  sobald  nur  -Fq  <  0  für 
irgend  einen  Punkt  Z  einen  „Bezirk"  bildet,  jedes  über  die  (n  —  1)  fache 
Mannigfaltigkeit  F^  =  0  zu  erstreckende  Begrenzungs-Iutegral  in  ein  solches 
verwandelt  werden  kann,  in  welchem  die  Integration  über  eine  gesammte 
ebene  {n  —  1)  fache  Mannigfaltigkeit  auszudehnen  ist.  Wenn  aber  i^,  <  0 
keinen  Bezirk  l)ildet,  so  kann  man  denselben  in  Bezirke  theilen,  voraus- 
gesetzt dass  der  im  vorliegenden  Falle  mehrwerthige  Radius  Vector  r  doch 
überall  mir  eine  Anzahl  von  Werthen  hat,  welche  eine  bestimmte  Zahl  nicht 
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überschreitet.  Geht  man  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  Z  des  Bereiches: 
i^(,<0  aus,  so  erfüllen  die  Linien  r,  wenn  man  dieselben  nur  bis  zu  den 
kleinsten  der  Begrenzung:  -Fo<0  angehörenden  Werthen  r^  fortsetzt,  einen 
bestimmten  Theil  des  Bereiches:  jFq<0,  v^elcher  alsdann  einen  Bezirk  des 
Punktes  Z  bildet,  jedoch  mit  einer  leicht  zu  behebenden  Modification.  Diese 
Modification  wird  im  Falle  der  Ebene  (« =  2)  anschaulich,  wenn  man  sich 
eine  das  Stück  einer  Graden  enthaltende  Begrenzung  vorstellt  und  dabei  den 
Ausgangspunkt  der  raäii  vectores  so  annimmt,  dass  einer  derselben  mit  jener 
graden  Linie  zusammenMlt.  Die  nach  erfolgter  Ausscheidung  des  einen  Be- 
zirks von  dem  Bereiche  -F„  <  0  übrig  bleibenden  Theile  hat  man  alsdann  in 
gleicher  Weise  zu  behandeln,  bis  der  ganze  Bereich:  F^<()  erschöpft  ist.  Die 
hier  angedeutete  Theilung  eines  Bereiches  in  Bezirke  bietet  für  den  vor- 
liegenden Zweck  gewisse  Vortheile  dar;  aber  man  könnte  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  auch  ohne  dieselbe  zu  einer  eindeutigen  Bestimmung 
der  verschiedenen  Werthe  von  r^  gelangen,  indem  man  dieselben  als  erste, 
zweite,  dritte  etc.  der  Grösse  nach  unterscheidet.  Hierbei  will  ich  schliesslich 
auf  die  Erörterungen  über  Transformation  vielfacher  Integrale  verweisen, 
welche  Herr  Lipschitz  in  Borchardts  Journal  Bd.  66.  pag.  281  sqq.  gegeben  hat. 

xn. 

Bei  den  Untersuchungen,  deren  Entwickelungsgang  ich  hier  in  Um- 
rissen dargelegt  habe,  bin  ich  vom  Sturm'^Q\ierL  Satze  ausgegangen.  Eine 
Ausdehnung  desselben  auf  Systeme  von  Gleichungen  ist  schon  vor  längerer 
Zeit  von  Hrn.  Hermite  angegeben  worden^),  aber  es  kam  mir  überdies  darauf 
an,  das  den  Stic rni' scheu  Entwickelungen  zu  Grunde  liegende  Kettenbruchs- 
Verfahreu  selbst  zu  verallgemeinern  und  nachdem  dies  geschehen  war  die 
dadurch  erhaltenen  allgemeineren  Resultate  naturgemäfs  zu  interpretiren.  Ich 
wurde  hierbei  auf  jene  Betrachtungen  geführt,  welche  den  Inhalt  der  ersten 
vier  Abschnitte  vorliegender  Notiz  liilden,  und  welche  ich  damals  in  münd- 
lichen Unterhaltungen  meinem  Freunde  Weierstrass  mittheilte.  Dabei  wurde 
ich  von  ihm  angeregt  unter  den  erlangten  neuen  Gesichtspunkten  den  Gegen- 


')  67«.  Hermite,  Sur  l'extension  du  thöoreme  de  M.  Sturm  k  un  Systeme  d'equations  simultanees. 
Comptes  rendus  t.  35.    1852.   II.   p.  52. 

Ch.  Hermite,  Remarques  snr  le  th^oreme  de  M.  Sturm.     Comptes  rendus  t.  36.    18-53.  I.  p.  294. 

H. 
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stand  meiner  Untersuchung  weiter  und  namentlich  in  derjenigen  Richtung  zu 
verfolgen,  in  welcher  nicht  bloss  eine  Ausdehnung  des  Stiirm'schen  sondern 
auch  des  Cmichy'' sehen  Satzes  erhalten  würde.  Die  Arbeiten,  welche  ich  darauf 
hin  unternommen,  und  die  Resultate,  welche  ich  dabei  erlangt  habe,  finden 
sich  in  den  Abschnitten  V  Ins  X  auseinandergesetzt  und  zwar  im  Wesent- 
lichen in  derselben  Reihenfolge,  wie  sie  sich  mir  bei  der  Untersuchung 
ergeben  haben.  Ich  habe  diese  genetische  Darstellung  sowohl  in  der  vor- 
liegenden auszugsweisen  Mittheilung  als  auch  in  der  den  Denkschriften  vor- 
behaltenen ausführlichen  Abhandlung  gewählt,  weil  dadurch  die  Einsicht  in 
den  Zusammenhang  der  verschiedenen  Resultate  erleichtert  wird;  aber  ich 
darf  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  man  auf  kürzerem  und  einfacherem  Wege 
zur  nachträglichen  Verification  einiger  der  gefundenen  Resultate  gelangen 
kann.  Die  hierbei  anzuwendenden  Methoden  stützen  sich  zumeist  auf  die 
partielle  Integration  vielfacher  Integrale  und  deren  Variation  nach  den 
Grenzen.  Ich  will  die  bezüglichen  Formeln  deshalb  hier  am  Schlüsse  noch 
aufstellen,  zumal  dieselben  auch  bei  denjenigen  Methoden  benutzt  werden 
müssen,  welche  ich  in  der  vorliegenden  Notiz  angedeutet  habe. 

Wenn  P,  Q,  ^''\  (>'^*,  . . .  (2'"'  reelle  eindeutige  und  im  Allgemeinen 
stetige  Functionen  der  n  Variabein  z  Itedeuten  und  deren  Ableitungen  nach 
den  einzelnen  Variabein  durch  Anfügung  entsprechender  unterer  Indices  be- 
zeichnet werden,   so   hat  man  folgende  Formel   für   die  partielle  Integration: 

( 1)  r^P,  Q^'^  ■  dv  +Jp  ■  ^  Qf\lv  =Jp  ■  2: ()''>  ■  ^l^dtc  . 

Die  Summationen  sind  hier  überall  von  k  =  1  bis  k  =  n  zu  erstrecken.  Für 
die  beiden  auf  der  linken  Seite  stehenden  «fachen  Integrale  wird  der  ge- 
meinsame Integrations-Bereich  als  gegeben  betrachtet;  die  Integration  auf  der 
rechten  Seite  ist  alsdann  über  die  gesammte  (l^  —  1)  fache  Mannigfaltigkeit: 
i^g  =  0  auszudehnen,  welche  „die  natürliche.  Begrenzung"  jenes  Bereiches  bildet. 
Unter  diesem  Ausdrucke  „natürliche  Begrenzung"  soll  nämlich  die  gesammte 
(«  —  1)  fache  Mannigfaltigkeit  verstanden  werden,  welche  die  Unstetigkeits- 
stellen  der  zu  integrirenden  Functionen  (d.  h.  sowohl  einzelne  Punkte  als 
einfach  oder  mehrfach  ausgedehnte  Punktfolgen)  unendlich  nahe  umschliesst 
oder  abschliesst.     In  dem  allgemeinsten  Sinne  des  Ausdrucks  „natürliche  Be- 
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grenzung"  ist  also  auch  die  ge(jebene  Begrenzung  des  Integrations-Bereiclies 
der  «fachen  Integrale  mit  inbegriffen,  insofern  bei  Erweiterung  dieses  Be- 
reiches anzunehmen  ist,  dass  die  Werthe  der  zu  integrircnden  Functionen  an 
der  gegebenen  Begrenzung  plötzlich  zu  Null  übergehen.  Uebrigens  ist  zu 
bemerken,  dass  für  gewisse  Theile  der  natürlichen  Begrenzung  das  Integral 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (1)  verschwinden  kann  imd  dass  man 
also  dergleichen  Theile  überhaupt  wegzulassen  befugt  ist. 

Die  in  der  Formel  (1)  rechts  vorkommende  Grösse  zl^  ist  wie  im  Ab- 
schnitt V  durch  die  Gleichungen: 

Vf'  -^  F'  -\ T"F"  =  <S         s"  ==^ 

bestimmt,  wo  in  Fg^,F^^,...  für  ^j,^^,...  die  auf  der  Begrenzung  liegenden 
Werthe  zl ,  zl,  ...  einzusetzen  sind. 

Wenn  mit  J  ein  «faches  Integral: 

/  Pdv  (über  F^{z^,  z_^,  .  .  .  z^^,  t)  <i  0  erstreckt) 

bezeichnet  wird,  so  hat  man  für  die  Differentiation  desselben  nach  dem  in 
der  Begrenzungs-Function  enthaltenen  Parameter  t  die  Formel: 

,2)  ^J.^-l'l.'Iji.au,, 

-  '  et  J  tB     dt  ' 

das  Integral  rechts  über  die  Begrenzung:    F^  =  0    ausgedehnt. 

Setzt   man    in   der    Gleichung  (1)   einer    BorchanU'&f^Qu   Formel    em- 
sprechend  (cf.  Liouville's  Journal  Bd.  XIX  pag.  383)'): 

B-rr  =  F,,, 

so  geht  die  rechte  Seite  über  in: 


')  C.  W.  Borchardt.    Sur  la  quaclrature  d^finie  des  surfaces  courbe?.    Ges.  Werke  S.  67—89. 
Vgl.  dort  S.  79  (9).  H. 
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jPdH-  , 

und  die  Gleichung  kann  alsdann  dazu  benutzt  werden,  Begrenzuugs-Integrale 
durch  «fache  Integrale  auszudrücken. 

Setzt  mau  ferner  in  der  Gleichung  (1):    ()**'  =  ^^,  so  wird  (cf.  No.  V): 

„0 


cp 


wo  die  rechte  Seite  nichts  Anderes  ist,  als  der  nach  j;  genommene  partielle 
Dilferentialquotient  von  Q  in  irgend  einem  Punkte  (2").  Die  Gleichung  (1) 
geht  also  bei  der  gemachten  Annahme  in  folgende  ü])er: 

(3)  /ZP,  Q^dv  +fp .  2  Q^.dv  ^fp  ■  g  .  du- . 

Endlich  resultiren  aus  der  Gleichung  (1)  die  folgenden  beiden  Formeln 
für  Functionen  complexer  Variabein,  wenn  die  im  Abschnitt  IX  eingeführten 
Bezeichnungen: 

beibehalten  und  überdies  noch  m  Functionen  (/'*'  eingeführt  werden,  welche 
sowohl  von  den  Variabein  y  als  von  deren  conjugirten  y'  abhängen  können: 

(4)  fi:{f,c/^  +  \.gl^^)dv=^ß.i:{F,,-iF,^^^,).r/".'^ 

(5)  fr-^9-^dv  =  iß'-^{F,„  -  ii^',,,.^,,)  •/'"  .  t  • 

Die  Summationen  sind  hierbei  von  h  =  1  bis  /*  =  in  zu  erstrecken,  vmter 
f  ist  die  zu  f  conjugirte  Function  und  endlich  unter  g^  die  partielle  Ab- 
leitung von  g  nach  y^  zu  verstehen,  während  für  die  Integrationsbereiche 
dieselben  Bestimmungen  gelten  wie  bei  der  Formel  (1). 
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Mit  Hülfe  der  angegebenen  Formeln  lassen  sich  auch  die  von  Gauss 
und  Greett  herrührenden  Potential -Sätze  auf  das  Potential  IT  übertragen, 
aber  es  soll  hierauf  nicht  näher  eingegangen  sondern  nur  noch  eine  An- 
wendung von  den  obigen  Formeln  gemacht  werden,  welche  dem  hier  be- 
handelten Gegenstande  näher  liegt. 

Setzt  man  in  der  Formel  (3)  statt  der  n  Integrations- Variabein  z  die 
n  Variabein  |  und  zur  Unterscheidimg  dv'  für  dv,  so  dass: 


wkd  und  ferner: 


so  erhält  man: 


P=l,       (2  =  77(1), 

(6)  f^na)dv'=fl^.d4v', 

wo  die  Integration  links  über  ein  Gebiet: 

u,a„  S„  ...|J<0, 

rechts  über  dessen  Begrenzung:     C^  =  0    zu  erstrecken  ist.     Da  nun,  wenn 
man  der  früheren  Bezeichnung  analog: 


setzt, 

dp'       ^    du      S' 

wird,  so  verwandelt  sich  mit  Rücksicht  auf  den  im  Abschnitt  VI  für  JT(|) 
gegebenen  Ausdruck  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (6)  in: 


J%zi,dvJi:ü,,{F^-Q. 


die' 


L.  Kxonecker's  "^erke  I. 

4 
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Das  innerste  dieser  beiden  Integrale  stellt  nach  Abschnitt  V  die  Charakte- 
ristik des  Systems  von  Functionen  der  Variabein  |: 

(77     i   —  F     i    —  F     .      ii    —  F) 

multiplicirt  mit:  —  5  dar.  und  diese  Charakteristik  ist  offenbar  Eins  oder 
Null  je  nachdem 

IUF^,F,,  ...FJ 

einen  negativen  oder  einen  positiven  Werth  hat.  Das  in  Rede  stehende 
Integral  mit  dem  Element  chv'  übernimmt  also  bei  der  weiteren  Integration 
nach  dv  die  Rolle  eines  discontinuirlichen  Factors  und  schliesst  alle  die- 
jenigen Werthsysteme  s  aus,  für  welche  U^{F)  >  0  ist,  so  dass  endlich  aus 
der  Gleichung  (6)  die  bemerkenswerthe  Formel: 

(7)  J^n{i)dv'  =  -mj%-j^-dv 

resultirt.  Die  Integration  ist  hierbei  links  auf  das  Gebiet  i[7„(^i,  ^2,  ...|J<0 
und  rechts  auf  alle  diesen  Punkten  |  entsprechenden  Punkte  z  zu  erstrecken, 
während  die  Beziehung  der  Mannigfaltigkeiten  |  und  s  zu  einander  durch 
die  Gleichungen: 

definirt  wird. 

Die  im  Absclmitte  VI  aufgestellte  fundamentale  Gleichung  (2t)  kann 
als  Grenzfall  der  Formel  (7)  betrachtet  werden,  wenn  nilmlich  das  durch 
Z7g  <  0  definirte  Gebiet  auf  die  unmittelbare  Umgebung  des  Punktes  (|^  =  0) 
eingeschränkt  wird.  Da  die  Formel  (7)  nicht  bloss  auf  einfacherem  Wege 
zu  erlangen  ist,  sondern  auch  ohne  die  Voraussetzizng,  dass  Ableitungen  der 
Function  %  existiren,  •  so  würde  es  durchaus  vortheilhaft  erscheinen,  die 
Formel   (7)    zur  Begründung   der  Gleichung  (21)    zu   benutzen.      Aber   es   ist 

» 
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dabei  nöthig,  entweder  —  wie  es  bei  der  obigen  Herleitung  der  Formel  (7) 
geschehen  ist  —  die  Existenz  der  zweiten  Differentialquotienten  von  II(|) 
von  vorn  herein  zu  supponiren,  oder  aber  nachzuweisen,  dass  die  Aufeinander- 
folge der  beiden  Grenz  Operationen  verändert  werden  kann,  von  denen  die 
eine  in  dem  Uebergange  von  einem  endlichen  Gebiete :  C/^  <  0  zu  einem 
einzigen  darin  enthaltenen  Punkte  besteht,  die  andere  in  dem  Uebergange 
von  einem  Differenzenquotienten: 

f  {/7,(...,?,+  d,,  ...)-iT,(-.-^..--)}, 


den  ich  mit  J)^  bezeichnen  will,  zu  dem  entsprechenden  Differential- 
quotieuten  n^^.  Ohne  die  Voraussetzung  der  Existenz  von  U^,^  ergiebt  sich 
nach  obiger  Methode  nur,  dass: 


\\m- 1 ZD^  •  dv'  =  —  05  1%-zJ^-dv 


wird,  wenn  sich  die  in  D^  enthaltenen  Grössen  d).  sämmtlich  der  Null 
nähern,  und  es  ist  immerhin  bemerkenswerth,  dass  eine  solche  für  den  Fall 
der  gewöhnlichen  Massen -Potentiale  anschaulich  zu  deutende  und  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  des  Potentials  durchaus  entsprechende  Relation 
stattfindet,  bei  deren  Herleitung  keinerlei  Voraussetzung  über  die  Dichtigkeits- 
Function  erforderlich  ist,  als  die,  dass  der  Potential -Ausdruck  selbst  einen 
bestimmten  Sinn  haben  muss.  Sollte  durch  die  in  Rede  stehende  Relation 
die  Potential  -  Gleichung  bei  Anwendungen  au^f  die  Physik  ersetzt  werden 
können,  so  würde  man  damit  von  der  Nothwendigkeit  einer  Voraussetzung 
befreit,  die  man  im  Falle  der  Natur  nicht  füglich  machen  kann,  nämlich 
von  der  Voraussetzung,  dass  die  Dichtigkeits-Function  differentiirbar  sei.  Man 
braucht  freilich  selbst  bei  der  Herleitung  der  Potential-Gleichung  diese  Vor- 
aussetzung nicht  so  unbedingt,  wie  es  nach  der  Gauss''schen  Darstellung  auf 
den  ersten  Blick  scheint;  dieselbe  lässt  sich  vielmehr  noch  wesentlich  ein- 
schränkend modificiren,  und  bei  der  Clansius' schert  Herleitung  wird  —  im 
Grunde  genommen  —  nur  von  dem  Differentialquotienten  der  mittleren  Dich- 
tigkeit eines   vom   angezogenen  Punkte  ausgehenden  Radius  Vector  Gebrauch 

27* 
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gemacht;  aber  es  muss  doch  erst  weiterer  Untersuchung  vorbehalten  bleiben 
über  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  man  ohne  irgend  eine  Voraussetzung  über 
die  Dichtigkeits- Function  zu  machen  die  partielle  Differentialgleichung  des 
Potentials  begründen  kann,  und  ob  überhaupt  diese  Differentialgleichung  in 
eben  solchem  Umfange  ihre  Gültigkeit  behält  wie  die  obige  derselben  ent- 
sprechende Relation. 


ÜBER  SYSTEME 
VON  FUNCTIONEN  MEHRER  VARIABELN. 

(ZWEITE   ABHANDLUNG) 


VON 


L.  KRONECKER. 


Monatsbericlite  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  "Wissenschaften  zu  Berlin 
vom  Jahre  1869.     S.  688  —  698. 


ÜBEE  SYSTEME  VON  FUNCTIONEN  MEHRER  VARIABELN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  5.  August  1869.] 


Wenn  man  mit  F^  eine  reelle  Function  der  n  reellen  Variabein: 
Zj^,  z^,  ...  z^  und  mit:  F^^,  F^^,  ...  F^^^  deren  partielle  Ableitungen  bezeichnet, 
so  kann  man  auf  das  System  der  («  +  1)  Functionen: 

(F  ,  F   ,  F    .    .    F   ) 

V      0'        Ol '         02 '  On/ 

die  Betrachtungen  anwenden,  welche  ich  in  meiner  Mittheilung  vom  4.  März  d.  J. 
erörtert  habe.*)  Es  knüpft  sich  an  dieses  specielle  System  ein  eigen thümliches 
Interesse,  weil  man  darauf  geführt  wird,  wenn  man  die  Theorie  der  Krüm- 
mung von  Flächen  auf  Functionen  mehrer  Variabein  ausdehnt.  Ich  behalte 
die  Ausdrücke  und  Bezeichnungen  des  im  Monatsberichte  vom  März  d.  J. 
abgedruckten  Aufsatzes  bei  und  setze  für  den  speciellen  Fall,  welcher  den 
Gegenstand  der  vorliegenden  Mittheilung  bildet, 

F,  =  F,,  (ä;=1,2,  ...«) 

und  auch  der  Gleichförmigkeit  wegen,  da  wo  es  passend  erscheint,  F^^ 
für  F^.  Ferner  bezeichne  ich  wie  in  meinem  Aufsatze  über  bilineare  Formen^) 
(Monatsbericht  vom  October  1866)  mit: 


')  L.  Kronecker,  Ueber  Systeme  von  Functionen  mehrer  Variablen.  Bd.  I.  S.  175—212  dieser 
Auggabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H. 

')  L.  Kronecker,  üeber  bilineare  Formen.  Bd.  I  S.  143 — 162  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's 
Werken.  E. 
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die  aus  {n  +  1)^  Grössen: 

A  ^  {g,  h  =  0,  1,  2,  .  .  .n) 

gebildete  Determinante  und  mit:  ö^,^  die  „Null"  oder  die  „Eins",  je  nachdem 
g^h  oder  g  =  h  ist.     Alsdann  ist  die  Charakteristik  des  Systems: 

(F     F      F  F   ) 

V-^OO'         Ol'         02'  On-' 

durch: 

ausgedrückt.  In  der  Determinante  unter  dem  Integralzeichen  nehmen  die 
Indices  g  vmd  h  alle  Werthe  von  0  bis  n  an,  und  F^,^  sowohl  als  F^^  über- 
einstimmend mit  F^  bedeutet  die  Ableitung  von  F^  nach  s,^,  während  mit 
F^  werm  q  und  h  von  Null  verschieden  sind,  die  Ableitung  von  F  nach  z, 
oder  also  die  zweite  Ableitung  von  F^  nach  z^  und  z^  bezeichnet  ist.  Scheidet 
man  sämmtliche  Werthsysteme  {£),  welche  den  Bedingungen: 

F  <  Q  F^F    =    -  =  F=0 

genügen,  in  zwei  Gattungen,  je  nachdem  die  Besse'sche  Determinante  von  F^ 
einen  positiven  oder  negativen  Werth  erhält,  so  giebt  das  Integral  (K)  nach 
der  Bedeutung  des  Wortes  „Charahteristik"  den  Ueberschuss  der  Anzahl  von 
Werthsystemen  erster  Gattung  über  die  der  zweiten  an.  Andrerseits  hat 
aber  für  die  Fälle  n  =  2  und  3  das  Integral  (K)  eine  bekannte  geometrische 
Bedeutung  und  es  bedeutet  namentlich  für  n  =  B  die  über  die  ganze  ge- 
schlossene Fläche:  i^„  =  0  ausgedehnte  „ciirvatura  integra",  durch  An  dividirt; 
es  ist  also  hiermit  die  üebereinstimmung  der  „curvatura  integra"  und  der 
mit  4a  multiplicirten  Charakteristik  des  Systems:  (F^,  F^^,  F^^,  F^^)  er- 
wiesen und  dadurch  auch  eine  einfache  Methode  für  die  Bestimmung  der 
totalen  Krümmung  einer  beliebigen  geschlossenen  Oberfläche  gewonnen. 

Die  Untersuchung  des  obigen  Integrals  der  Charakteristik  eines  Systems: 
(Fy,  Fm,  F^^,  . . .  F^J  hat  mich  darauf  geleitet,  die  Theorie  der  Elrümmung 


ÜBER  SYSTEME  VON  FUNCTIONEN  MEHKER  VARIABELN. 


217 


auf  Functionen  von  n  Variabein  zu  übertragen.  Dabei  habe  ich  gefunden, 
dass  die  für  Oberflächen  gebräuchlichen  Betrachtungen  sich  in  sehr  einfacher 
und  eleganter  Weise  verallgemeinern  lassen  und  dass  die  bekannten  ana- 
lytischen Resultate  durchaus  erhalten  bleiben,  wenn  man  an  die  Stelle  der 
drei  Raumcoordinaten  n  Variable  einführt.  Ich  behalte  mir  die  ausführlichere 
Mittheilung  meiner  bezüglichen  Untersuchungen  vor  und  will  hier  nur  einige 
vorläufige  Andeutungen  darüber  geben. 

Ich  nenne  eine  ebene  v  fache  Mannigfaltigkeit  eine  solche,  welche  durch 
{n  —  v)  lineare  Gleichungen  aus  der  gesammten  n  fachen  Mannigfaltigkeit  aus- 
geschieden wird,  welche  also  bei  Einführung  von  v  neuen  Variabein  u  durch 
n  Gleichungen: 


^*-^r=2^A-.",  (^-=1,2, 


definirt  werden  kann.  Eine  ebene  einfache  Mannigfaltigkeit  oder  also  eine 
„ebene  Linie"  kann  hiernach  durch  die  Form: 

Sj,  —  z°  =  a^t  {k  =  1,2,  .  .  .  n) 

dargestellt  werden ,  wo  ^a'^  =  1  ist  und  die  Variable  t  so  zu  sagen  die 
Entfernung  des  variablen  Punktes  (z)  von  dem  festen  Punkte  {z")  bedeutet. 
Für  zwei  solche  ebene  Linien  entspricht  der  Ausdruck:^ 

2af.al  {k  =  1,2, ...  n) 

dem  Cosinus  des  Richtungs-Unterschiedes  der  beiden  Linien.  Ferner  ist  wie 
in  meinem  Aufsatze  vom  4.  März  d.  J.  die  Linie: 

die  Normale  an  F^  im  Punkte  (z"),  und  2^  die  Entfernung  des  Punktes  (z) 
vom  Punkte  (z^).  Mit  Hülfe  dieser  Bestimmungen  lässt  sich  offenbar  auch 
der  Begriff  des  Unterschiedes  der  Richtungen  zwischen  einer  Linie  und  einer 
(w  —  1)  fachen  Mannigfaltigkeit  festsetzen. 

L.  Kionecker's  Werke  I.  28 
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Die    (n  —  1)  fache    ebene    Mannigfaltiglceit,    welche    die    {n  —  1)  fache 
Mannigfaltigkeit:    F^  =  0    im  Punkte  {z°)  berührt,  ist: 

WO  in  F^  für  die  Variabein  z  die  entsprechenden  Werthe  s°  einzusetzen 
sind;  eine  stvei fache  ebene  Mannigfaltigkeit,  welche  durch  denselben  Berüh- 
rungspunkt geht,  ist: 

(«,  h)  ^i  —  ^"  =  a^u  +  &,t;  {k  =  l,-2,  ...n), 

WO  u  und  V  zwei  Variable  bedeuten.  Hier  können  nun  durch  lineare  Um- 
formung von  u  und  v  die  Werthe  von  a  so  gewählt  werden,  dass  die  Linie: 

(0)  z^-z°=aj  (fc=i,2,  ...«) 
in  jener  berührenden  Mannigfaltigkeit  liegt  und  dass  die  Linie: 

(1)  Z^-Sl  =  \t  (i-=l,2,...«) 

ZU  der  Linie  (a)  normal  ist.     Alsdann  finden  also  die  Gleichungen  statt: 
während  übrigens  wie  oben: 

ist.  Denkt  man  sich  nun  in  der  Mannigfaltigkeit  («,  h)  und  zwar  im  Punkte  [z^) 
eine  Normale  an  die  von  der  Mannigfaltigkeit  («,  h)  aus  F^  ausgeschnittene 
Linie  bestimmt  und  bezeichnet  mit: 

Q{a,h) 

die  Länge  derselben  vom  Punkte  {z^)  bis  zum  Durchschnittspunkte  der  be- 
nachbarten Normale,  so  ist  diese  dem  Krümmungsradius  entsprechende  und 
von  den  Coefficienten  a  und  h  abhängige  Grösse  q  durch  die  Gleichung: 
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p(«,  b)  •  EaMj.F.1,  =  I^b^F^  {i,  fc  =  i,  2,  . .  .n) 

gegeben.     Da  nun  die  Linie: 

F 

0  i 

die  Normale  an  F^  im  Punkte  (^")  darstellt,  so  ist  die  rechte  Seite  der 
obigen  Gleichung  nichts  Anderes  als  der  mit  S  multiplicirte  Cosinus  des 
Kichtungs-Unterschiedes  zwischen  der  Normale  und  der  Linie  (h).  Wenn  also 
die  Linie  {b)  mit  der  Normale  zusammenfällt  d.  h.  also  für  einen  Normal- 
sclmitt  («,  h)  ist: 

und  folglich  analog  dem  Meunier'^c\iQu  Satze: 

F 

wo  zur  Abkürzung  f^  für  den  Quotienten:     —     geschrieben  ist. 

Sucht  man  diejenigen  Werthe  der  Function  Q{a),  für  welche  die  ersten 
Ableitungen  derselben  stlmmtlich  verschwinden,  vorausgesetzt  dass  diese  Ab- 
leitungen unter  Berücksichtigung  der  beiden  zwischen  den  Grössen  (a)  be- 
stehenden Kelationen  gebildet  werden,  so  ist  es  vortheilhaft  die  n  Grössen  a 
durch  (« —  1)  Grössen  «  zu  ersetzen,  welche  durch  folgende  Gleichungen  de- 
finirt  werden: 

«4=  ^^rk^r'  (^=1.2,    .  .  .  n) 

WO  die  Summation  in  Bezug  auf  r  —  wie  durchweg  im  Folgenden  —  auf 
die  Werthe  1,2,...«  —  1  zu  erstrecken  ist.  Die  Coefficienten  c^^  sind 
dabei  so  zu  bestimmen,  dass  durch  die  Substitution: 
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die  Bedingungen: 

Z  F^  a;^.  =  0 ,  Z  F.^x.  x^  =  2:  A^  y' ,         E  x^  =  Z  y'; 

erfüllt  werden,  in  Avelchen  die  auf  i  und  k  bezüglichen  Summationeu  stets 
auf  die  Zahlen  1  bis  n  auszudehnen  sind.  Man  erhält  hiernach  für  die 
Coefficienten  c  die  folgenden  bestimmenden  Gleichungen: 

k  h  h 

WO  h  die  Werthe  0,  1,  ...n,  aber  i  und  k  nur  die  Werthe  1,  2,  ...n  an- 
nimmt und  wo  X^  irgend  eine  der  {n  —  1)  Wurzeln  der  Gleichung: 

bedeutet.  Diese  Wurzeln  sind  sämmtlich  reell,  und  man  überzeugt  sich 
hiervon  leicht,  wenn  man  von  den  {n  +  1)^  Grössen  F^j^  die  n^  letzten,  d.  h. 
also  die  Grössen: 

F.,  {i,  ^-  =  1,  2,  .  .  .  w) 

durch  Grössen:  q>^  ersetzt,  welche  bei  der  orthogonalen  Transformation: 

^F.,x.x^  =  2(p,y',         2:xl  =  Eyl 
auftreten. 

Da  nach  den  angegebenen  Bestimmungen: 

Q{a)-  ZK^^  =S ,  £«1  =  1 

wird,  so  verschwinden  sämmtliche  Ableitungen  von  q{«),  wenn  alle  (u  —  1) 
Grössen  a  mit  Ausnahme  einer  einzigen  (aj  gleich  Null  und  demnach: 
al  =  l  gesetzt  wird.  Irgend  eines  dieser  besonderen  Werthsysteme  der 
Grössen  a  ist  also  einfach  durch  die  Gleichungen: 
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gegeben  und  der  entsprechende  Werth  von  q  ist: 

Hiernach  werden  die  den  Hauptkrümmungsradien  entsprechenden  {n  —  1)  Werthe 
von  Q{a),  nämlich: 

p    =  —  ()•  =  1,  2,  .  .  .  w  —  1) 


durch  die  Gleichung: 


gh  gh  I 


bestimmt,  die  zweifache  ebene  Mannigfaltigkeit,  welcher  h'gend  ein  q^  als 
Krümmimgsradius  der  aus  F^  ausgeschnittenen  einfachen  Mannigfaltigkeit  an- 
gehört, ist: 

und  die  in  der  berührenden  Mannigfaltigkeit  hiervon  ausgeschnittene  ebene 
Linie : 

Alle  diese  {n  —  1)  den  verschiedenen  Werthen  des  Index  r  entsprechenden 
Linien  sind  zu  einander  normal,  d.  h.  es  besteht  für  je  zwei  Linien: 

die  Eelation: 

und  es  wird  analog  der  E'wZer'schen  Formel: 
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1  ''r 


WO  «^  durch  die  Gleichung: 

a   =  ZiC  ,  a, 

definirt  ist,  also  den  Cosinus  des  Eichtungs-Unterschiedes  zwischen  den  beiden 
Linien: 

darstellt.  Man  sieht  hieraus,  wie  die  Grössen  q^,  q^,  •  •  •  9„_i  ^^  ^^^  wesent- 
lichsten Beziehungen  den  Hauptkrümmungsradien  der  Oberflächen  entsprechen, 
und  es  findet  sich  auch  folgende  Grundeigenschaft  derselben  wieder: 

„Es  giebt  auf  der  Normale: 

{n  —  1)  Punkte  (z),  in  denen  dieselbe  von  einer  benachbarten  Nor- 
male geschnitten  wird,  und  die  zugehörigen  Werthe  von  jj  sind 
jene  Grössen:  q^,  q_^,  •••9„_i-" 

Der  reeiproke  negative  Werth  des  Productes  der  (n  —  1)  Werthe  von  q  , 
welche  der  Gleichung: 

genügen,  ist  offenbar  identisch  mit  dem  Ausdrucke,  welcher  unter  dem  Inte- 
grale (K)  mit  dem  Elemente  div  multiplicirt  ist.  Die  Charakteristik  des 
Systems : 

(F     F      F  F   ) 


kann  also  auch  durch: 


1      /'  chv 

"^  "äj  01  Po  •  ■    e„,i 


ÜBER  SYSTEME  VON  FUNCTIONEN  MEHEER  VARIABELN.  223 

dargestellt   werden,   und   der  reeiproke  Werth   des   Productes:     o  o    ■  •  •  o 
entspricht  dem  Gauss'schen  Krümmungsmaasse.    Denn  wenn  man  die  Gauss'Bche 
Bestimmimg    des    Krümmungsmaasses    auf    {n  —  1)  fache    Mannigfaltigkeiten : 
F^  =  ö  ausdehnt,  indem  man  die  Normalen  einer  solchen  mit  denjenigen  von: 

vergleicht,  so  erhält  man  als  die  dem  Krümmungsmaasse  entsprechende 
Grösse  eben  jenen  Ausdruck,  der  unter  dem  Integrale  (K)  mit  dem  Ele- 
mente dw  multiplicirt  ist,  negativ  genommen,  d.  h.  also  den  reciproken  Werth 
des  Productes:  Qj^Q^'  '  '  9„_i*  Hieraus  geht  hervor,  dass  in  der  That  der- 
jenigen Zahl,  welche  das  Verhältniss  der  „curvatum  integra"  einer  geschlossenen 
Oberfläche  zur  Kugel-Oberfläche  angiebt,  für  eine  Function  von  n  Variabein  [F^ 
die  Charakteristik  des  aus  der  Fimction  F^  und  ihren  n  partiellen  Ableitungen 
gebildeten  Systems  entspricht.  Da  diese  Charakteristik  durch  den  Ueberschuss 
derjenigen  im  Innern  von  F^  liegenden  Punkte  (z)  gegel^en  wird,  für  welche: 

über  diejenigen,  wofür: 

F    =  F    =  ■  ■  ■  =  F    =0  IFI<0 

ist,  so  kann  sich  dieselbe  für  verschiedene  Mannigfaltigkeiten: 

bei  Variation  der  Constante  c  nur  dann  ändern,  wenn  bei  einer  solchen  Ver- 
änderung des  inneren  Bereiches  {F^^<c)  Punkte,  wofür: 

F    =  F    =..=i^    =0 
ist,   in   denselben  aufgenommen  oder  von   demselben   ausgeschlossen   werden. 

Die     geometrische     Beziehung     der    Charakteristik     von     Functiouen- 
Systemen  ist  nicht  auf  die   speciellen  hier   behandelten  Systeme  beschränkt. 
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Für  allgemeine  Systeme  {t\,  F^,  F^,  .  •  •  FJ  tritt  aber  in  den  geometrischen 
Bezieliungen  an  Stelle  des  Gauss''schen  Krümmungsmaasses  das  Kummer'' sehe 
Dichtigkeitsmaass  auf.  Betrachtet  man  nämlich  das  (n  —  1)  fach  unendliche 
System  ebener  Linien: 

^,  -  g°  ^ --t,  (^-=1,  2,  ...  «) 

WO 

7-.  /  0        0  0,         r\ 

und  J\,  F^,  . . .  F^  irgend  welche  eindeutige  Functionen  der  n  Variabein  z 
bedeuten,  also  die  obige  Voraussetzung,  dass  dieselben  mit  den  Ableitungen 
von  F„  übereinstimmen,  fallen  gelassen  ist,  so  entspricht  jeder  ebenen  Linie 
des  Systems  ein  Punkt  {2°)  der  (»i  —  1)  fachen  Mannigfaltigkeit:  Fg  =  0  und 
auch  ein  Punkt  (g): 


F  (s^,  z\  ...  z°] 
S  (S^  s" ,  .  .  .  2") 


**  c,    ,„0       ,0  ..Os  ^  ' 


der  {n  —  1)  fachen  Mannigfaltigkeit: 

f, +  ^l +  ■■■-{- tl-l. 

Bei  der  hierdurch  entstehenden  Beziehung  der  beiden  {n  —  1)  fachen  Mannig- 
faltigkeiten: 

Fy,,4,  ...^l)  =  Q,  ^%l  =  l 

auf  einander   wird  aber  das  Verhältniss    der   Elemente   beider   Mannigfaltig- 
keiten seinem  absoluten  Werthe  nach  durch: 

F  ,,  I  (;;, '».  =  0, 1,  2, ...  n) 


ausgedrückt,  wo 
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cF^                        BF. 
F    ==  — -  F    = -' 

für  i,  /.•  =  !,  2,  ...  11  und; 

^  ^F\  ^Fl   ^..-^Fl 
zu  nehmen  und  überall  unter  den  Functionszeichen  F  die  durch  die  (Tleichung: 

mit  einander  verbundenen  Variabein  z^  einzusetzen  sind.  Da  nun  nach  der 
in  meinem  oben  erwähnten  Aufsatze  vom  März  d.  J.  angenommenen  Be- 
deutung von  B.\ 

ist,  so  wird  jenes  Verhältniss  der  Elemente  durch: 

dargestellt,  d.  h.  durch  eben  den  Ausdruck,  welcher  in  dem  Integrale  der 
Charakteristik  mit  dem  Elemente  d%v  der  Mannigfaltigkeit:  -F^,  =  0  mul- 
tiplicirt  ist.  Wenn  man  also  im  Falle:  «  =  3  den  Variabelu:  z^,  z.„  z^  die 
Bedeutung  rechtwinkliger  Raumcoordinateu  beilegt,  so  wird  das  Element  des 
Integrals  der  Charakteristik  eines  allgemeinen  I^mctionen-Systems: 

(F„.  F.,  F,,  F3) 
für  das  durch  die  GHeichungen : 

,,    ,0       0     _0, 
0  k  ^"l  '   ^2  '   ^i'       . 

F(s\z\s')  =  0 

OV   1  >      2  J      3/  -^ 

L.  Kronecker'a  Werke  I.  29 
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deflnirte  Strahlensystem  „das  auf  die  Noruialebeue  des  zugehörigen  Strahls 
projicirte  Element  der  Fläche  (i^„  =  0),  multiplicirt  mit  dem  Kummer' sehen 
Dichtigkeitsmaass"  oder  „das  Element  der  Fläche  (F^  =  0)  selbst,  multiplich-t 
mit  der  auf  dasselbe  bezogenen  Dichtigkeit  des  Strahlensystems".  Hierdurch 
zeigt  es  sich,  dass  die  Theorie  der  Charakteristik  von  Functionen-Systemen 
ebenso  nahe  mit  geometrischen  Theorieen  zusammenhängt  wie  mit  der  Potential- 
theorie; und  man  darf  wohl  in  diesen  Beziehungen  des  ursprünglich  aus  rein 
analytischen  Principien  entwickelten  Begriffs  der  Charakteristik  zu  anderen 
bekannten  Theorieen  eine  Probe  für  die  Echtheit  desselben  erkennen,  einen 
Beweis  dafür,  dass  die  Einführung  dieses  Begriö'es  in  die  Wissenschaft  durchaus 
natursemäss  und  nothwendig  ist. 


i 
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PAK 


L.  KRONECKER. 


Comptes  rendus  des  s6ances  de  rAcademie  des  Sciences  t.  LXVIII,  I  Sem.  1078  — 1082. 
sfeanee  du   10  mai  1869. 


SUR  LE  THEOREME  DE  STURM. 


„En  m'occupaiit  du  theoreme  de  Sturm,  j'ai  trouve  que  les  fonctions 
resultant  de  la  division  successive  de  deux  fonctions  entieres  jouent  aussi 
\\n  röle  important  quand  on  se  sert  de  la  methode  de  21.  Hermite^)  pour  faire 
renumeration  des  racines  reelles  et  imaginaires  d'une  eqnation  algebriqne. 

„Soient 

F(x)  =  {x  —  x^  {x  —  x^)  ■■■{£  —  x^ , 

F^{x)    une   fonctioii   entiere  du  degre    n  —  1,    et    F.2{x),  F^{x) ,  ...  les  fonc- 
tions donnees  par  les  equations 

F(x)      ={Ä,x     +B^)F^{x)     -F^{x), 
F^(x)     =^{A.^x     +B.^)F„Xx)     -F^(xj, 


F^_,  (x)  =  {A^_^x  +  i?„_  JJP„_,(x)  -  F  . 

„Alors  les  fonctions    -F/X-^)    sont   du   degre    n  —  h,    et   elles  jouisseut 
de  cette  propriete 


')  Ch.  Hermite,  Comptes  renduä  1853  1  p.  294. 
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oü  0^v<n  —  h,  et  F' (^x)  designe  la  derivee  de  F{a:).  En  efiet,  cette 
equation  est  satisfaite  pour  h  =  l,  et,  en  supposant  qu'elle  ait  lieu  pour 
toutes  las  valeurs  h  =  l,  2,  ...,  r,  on  conclut  immediatement  de  la  de- 
finitiou   des   Ibnctions  F  que   la  relation  (I)  subsiste  eucore  pour    //  =  >•  +  !. 

„Voici  maintenant  las  deux  remarques  tres-simples  auxquelles  la  pro- 
priete  que  ja  viens  d'enoncer  donne  liau.  C'est  que  cette  propriete  caracterisa 
completemant  les  fonctions  JP  a  un  facteur  coustant  pres,  et  qu'on  a  en  outre 
pour  deux  indices  inegaux  quelconques  i  et  h 


(11) 


=  0, 


vu  qu'on  peut  supposer  evideniment  i>]i,  et  que  par  consequent  le  degre 
de  F.  soit  iuferieur  ii  n  —  h.  Les  n  —  h  •}- 1  coefficients  d'une  fonction  F^{cc) 
se  trouvent  determines  par  las  n  —  h  relations  representees  par  l'equation  (I), 
donc  la  fonction  F,^{x)  est  a  un  facteur  constant  le  determinant 


oü  j'ai  pose,  pour  abregar, 


k=n  u 


^H-       Zj,  F'ixM 


H  ^'(^P^ii^P 
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Puis,  en  desiguant  par  SJ  la  somme 
et  par  Z,.  la  somme 

.=1 

z^,  z^,  ...,  2^     etant    des    variables,    on    obtieut   eu   cousequence   de   la   re- 
lation  (II) 

donc  les  quantites  S^  fournies  par  la  methode  de  Sturm  sont  en  meme  temps 
applicables  a  la  methode  de  31.  Hermite. 

„En  multipliant  les  deux  equations 

respectivement   par    F^_^^{Xi)    et    i'^^cj,     en    divisant    par    F'{x^)I\{x^)     et 
en  sommant  de    k  =  1   jusqu'k   h  =  n ,    on  obtieut 


A  +  1        -  /,      ^      F'(^pF^(a;p 


J.,,^ 


^;(^*)-p^*+i<^p 


d'oü  resulte 


-^h^h  —  A+i'^/,+1 ' 
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et  comme  on  a     A^S^  =  1,     il  vieut  enfiu  pour  uii  indice  quelconque 

„Eu  considerant  uue  fonctioii  F(x)  quelcouque  pour  laquelle  aucune 
des  quantites  A  ue  s'evauouit,  soit  31  le  uombre  des  quautites  positives  A, 
et  N  celui  des  quautites  negatives.  Puis  soit  a  le  noml)re  des  valeurs 
reelles  x^.  pour  lesquelles  le  produit  F'{Xi)F^{x^)  devient  positif,  et  ß  le 
nombre  des  valeurs  reelles  x,.  jDOur  lesquelles  ce  meme  produit  devient  ne- 
gatif;  enfin  soit  2;'  le  nombre  des  valeurs  complexes  x^..  Alors  la  methode 
de  M.  Hcrmite,  appliquee  k  requatiou  (III),  donne  immediatement  les  relations 

et  par  consequeut 

(V)  «  —  /3  =  i)/  —  iV . 

„En  profitant  des  considerations  que  j'ai  exposees  dans  uu  Memoire 
qui  vient  d'etre  publie  dans  les  Monatsberichte  de  l'Academie  de  Berlin 
(mars  1869^),  on  peut  Interpreter  requatiou  (V)  de  la  maniere  suivante: 

„Que  Ton  represente  les  deux  equations 

y^F{x),       y^F^ix) 

par  deux  courbes,  et  que  Ton  appelle  interieures  les  parties  du  plan  qui  sont 
embrassees  par  les  deux  courbes,  taudis  que  les  autres  parties  du  plan  soient 
nommees  exte'rieures.  Enfin,  en  marcbant  sur  la  droite  ?/  =  0  de  gauclie  a 
droite  et  franchissant  la  premiere  de  ces  deux  courbes  que  Ton  distingue  ces 
points  (correspondants  aux  diverses  valeurs  reelles  x^) ,  selon  que  Ton  entre 
dans  une  partie  interieiire  ou  que  Ton  sort  d'une  teile  partie  du  plan,  l'exces 


')  lieber  Systeme  von  Functionen  mehrer  Variablen.    Bd.  I.    S.  175  —  212  dieser  Ausgabe  von 
L.  Kronccker's  Werken.  H. 
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du  nombre  des  quantites  positives  Ä  sur  le  nombre  des  quantites  negatives  est 
egal  k  Fexces  du  nombre  de  points  de  sortie  sur  ceux  d'entree. 

„En  prenant  F^  =  F',  on  a  /3  =  0,  et  Ton  obtient  une  relation  entre 
le  nombre  des  racines  reelles  de  l'equation  jP=0  et  le  nombre  des  signes 
positifs  ou  negatifs  des  quantites  A.  Puis,  pour  obtenir  le  nombre  des 
racines  reelles  entre  deux  limites  quelconques  a  et  h,  on  peut  poser 

F^  =  {x-a){h  —  x)F'  . 

Mais  on  peut  obtenir  ce  meme  nombre  en  prenant  successivement 

Fj  =  (a  —  x)F',        F^  =  (b-  x)F' . 

„En  eflet,  si  Ton  garde  les  lettres  A,  N  et  ß  pour  le  premier  cas,  et 
que  Ton  designe  par  A',  N'  et  ß'  les  quantites  correspondantes  pour  le 
second  cas,  le  nombre  des  racines  reelles  x^,  pour  lesquelles  l'inegalite 
a<x^<h  a  lieu,  se  trouve  exprime  par  la  quantite 

ß  —  ß'  =^  N  -  N' . 

„En  designant  par  C,^  le  coefficient  de  «""''  dans  F^{x),  ces  coefficients 
sont  lies  avec  les  quantites  A  par  les  relations 

A-  c,^  , 

oü  il  faut  preudre  6'^  =  1 .  En  vertu  de  ces  relations  et  des  relations  carac- 
teristiques  (I),  on  peut  verifier  immediatement  les  formules  combinatoires 
connues,  dans  lesquelles  les  fonctions  F  se  trouvent  exprimees  par  les  ra- 
cines Xf.  de  requation  F=0.  Je  reviendrai  sur  ce  sujet  dans  une  autre 
communication,  et  je  veux  traiter  alors  le  cas  oü  quelques-unes  des  quan- 
tites A  s'evanouissent.  II  est  vrai  que  ce  cas  ne  fait  pas  une  exception 
quand  on  se  sert  de  la  methode  de  Sturm;  mais,  en  s'appuyant  sur  la  theorie 
des  formes  quadratiques ,  il  faut  une  recherche  particuliere,  qui  du  reste 
n'offre  point  de  difficiilte.    Cependant  la  discussion  de  ces  cas  particuliers  est 

L,  Kronecker's  Werke  I.  30 
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necessaire,  puisque  la  determination  du  nombre  des  racines  reelles  d'une 
equation  par  les  sigues  des  determinants  formes  par  les  sommes  des  puis- 
sances  de  ses  racines 

^0  !  *1  '       •  •  •  *m 


se  trouve  en  defaut,  si  quelques-uus  de  ces  determinants  s'evanouissent.  Par 
exemple,  ou  ne  peut  pas  conclure  que  toutes  les  racines  soient  reelles,  k 
moins  qiie  tous  ces  determinants  ne  soient  posiüfs,  c'est-a-dire  >  0,  et,  par 
cousequent,  il  ne  suffit  pas  de  represeuter  ces  determinants  comme  sommes 
de  carres  de  quantites  reelles  povu"  demontrer  la  realite  des  racines." 
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BEMERKUNGEN  ZUR  DETERMINANTEN -THEORIE. 

[Auszug  aus  Briefen  an  Herrn  Baltzer.] 


Ihrer  Aufforderung  entsprechend  sende  ich  Ihnen  Bemerkungen 

über  einige  Punkte  der  Determinanten-Theorie,  welche  Sie  freilich  nur  zum 
Theil  bei  Bearbeitung  der  dritten  Auflage  Ihres  Lehrbuches  werden  benutzen 
können,  da  der  Druck  des  Werkes  Ihren  Mittheüungen  nach  schon  weit  vor- 
geschritten ist.  Dabei  werde  ich  durchweg  von  einigen  bequemen  Be- 
zeichnungen Gebrauch  machen,  die  ich  in  meinem  Aufsatz  „über  bilineare 
Formen"  (Bd.  68  dieses  Journals)^)  eingeführt  habe,  nämlich  erstens  die  Deter- 
minante von  n^  Grössen:  a.,  einfach  durch  das  Zeichen: 


darstellen  und  zweitens: 

*a-     gleich  Eins  oder  gleich  Null 

setzen,  je  nachdem  die  beiden  Indices  i  und  k  einander  gleich  oder  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

I. 

An  Stelle  des  Satzes  7,  pag.  33  der  zweiten  Auflage  Ihres  Lehrbuches 
habe  ich  in  Vorlesungen,  welche  ich  im  Winter  1864  an  hiesiger  Universität 
gehalten  habe,  folgendes  allgemeinere  Theorem  gesetzt: 


')  Bd.  I.    S.  143—162  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker' s  Werken. 
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Es  seien  a^^,  für    i,  h  =  1,  2,  . . .  «    beliebige  ri'  Elemente,  ferner  sei 
für  m  <  n  : 


''-n>    «22' 


«ml'    <^m2>    •••    «. 


=  d 


lind  für  irgend  welche  Indices  i,  k: 


^m  1  '     «;/i  "  ' 
«a '       «,2  ' 


«im'        «U 
«2  m'        «2i- 

mm  '        mk 


=  ^?a.; 


endlich  sei: 


c,  =  a.,  •  d  —  (7. 


{;,i=i, 2, ...».) 


Alsdann  bilden  die  n^  Elemente  c.^  ein  Sj'Stem,   für  welches  sämmt- 
liche  Unterdeterminanten    (m  +  1)""    Ordnung  identisch  verschwinden. 
Wenn  man  nämlich  für    r  =  l,  2,  ...m     mit  ft.^  den  Factor  von  a.^  in  der 
Entwickelung   von   d.^   nach   den  Elementen   der   letzten  Horizontalreihe  be- 
zeichnet, so  dass: 

^ik  '^  ^ik  ■  ^  "i"   ^«ir  ■  ^rk 


wird,  so  ist: 
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c,  =  —  Za.  •  &  ,  ; 

tfc  ir        rk  > 

das  System  der  Elemente  c  entstellt  also  aus  der  Zusammensetzung  eines 
Systems  a,  in  welchem  die  letzten  {n  —  m)  Vertikalreihen  fehlen,  und  eines 
Systems  h,  in  welchem  sämmtliche  Elemente  der  letzten  {n  —  m)  Horizontal- 
reihen gleich  Null  sind,  und  hieraus  folgt  unmittelbar  die  Eichtigkeit  des 
obigen  Theorems. 

Nach  der  Definition  der  Grössen  d.^.  ist  offenbar  identisch: 

fZ.j  =  0         und  also:  c.^  =  a.^ ■  d , 

sobald  nicht  beide  Indices  i  und  k  grösser  als  m  sind.  Ist  also  das  System 
der  Elemente  «^  so  beschaffen,  dass  auch  die  («  —  mY  Determinanten  (?.^, 
in  denen  i  und  k  grösser  als  m  sind,  verschwinden,  so  ist  für  sämmtliche 
Indices  i,  k: 

folglich  werden  —  vorausgesetzt,  dass  d  von  Null  verschieden  ist  —  nach 
obigem  Theorem  für  ein  solches  System  a.,^  sämmtliche  Unterdeterminanten 
(tn  +  1)""  Ordnung  gleich  Null.  Hiermit  ist  die  Richtigkeit  des  im  Eingang 
erwähnten  Satzes  dargethan,  und  ich  will  nur  noch  die  Bemerkung  hinzu- 
fügen, dass  für  aus  beliebigen  Elementen  a  in  der  oben  angegebenen  Weise 
gebildete  Grössen  b  die  Gleichung: 

_  h^^  =  *,/(? 

besteht,  sobald  der  Index  s  nicht  grösser  als  m  ist. 

IL 

In  Bezug  auf  den  Inhalt  des  §  12  Ihres  Lehrbuches,  welcher  von  den 
Functionaldeterminanten  handelt,  habe  ich  Ihnen  verschiedene  Bemerkungen  zu 
machen,  die  ich  zur  besseren  Uebersicht  in  mehrere  Paragraphen  sondern  will. 
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Wenn  n  Grössen:  x^_^^,  x^j^^,  ...  a-^^  als  Functionen  der  n  Variabein: 
x^,  x^,  ...  x^  iniplicite  durch  die  n  Gleichungen: 


definirt  werden,  so  ist  die  Functionaldeterminante: 


cx. 


durch  die  Gleichung: 

(^•)  I  F. 

bestimmt,  in  welcher: 


dx 


=  (-ir-i^a.i 


F 


dF. 


(t=l,  2    ...«) 


(.■,*  =  !,  2,...  K) 


(r  =  l,  2,...2n) 


ZU   nehmen   ist.     Da   nämlich  für  die  Unterdeterminanten    D,.   des  Systems 


von  n    Grössen   F.  ^^j,  die  Formel: 


Z  D,.-F.,,  =  Ö,..\F.    ,,| 

hl        t^n-\'k  hk     1       i,n~\-K\ 


(/i,  1,  i  =  l,  2, ..  .  n) 


besteht,  so  kommt,  indem  die  Gleichung: 

EF  dx  =0 


(r  =  l,2,  ...2,0 


mit  i>^.  multii^Iicirt  und  über  i  =  1,  2,  ...n  summirt  wird: 


F     ,,\-dx  ,,  =  —  ZZD, .-  F..dx. 


(r,Ä:  =  l,2,...n) 
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Der  partielle  Diflferentialquotient  von  a;^^^  nach  x^  wird  hiernach  durch  die 
Gleichung: 


bestimmt,  aus  welcher  mit  Hülfe  der  Multiplicationsregel  und  der  Relation: 

12)  \  =  \F      r~^ 

die  obige  Formel  (A.)  (cf.  pag.  128  Ihres  Buches)  unmittelbar  resultirt. 

Wenn  speciell: 

F.  =  -  a;,^ .  +  /;. (,r, ,  x^, .  . .  x^)  (.=1, 2. . . .  n) 

ist,  so  ergiebt  die  Formel  (Ä.): 

]dx    ,.\        \df.\ 


Wenn   ferner  zur  Erledigung  des  Inhaltes  von  Art.  2,   §  12  Ihres  Buches  F. 
so  angenommen  wird,  dass  darin  die  Variabein:  x^,x^,  ...x._^  fehlen,  so  wird: 


Wenn  endlich  für  /  =  1,  2,  . . .  w : 

F.{3:„  x,_,  ...x^^)= a;„^ .  +  /".(ar.,  x.^^,  . . .  x^_^_._  ^) 

ist,  so  hat  man  überdies: 

|F,.,„+.i  =  (-ir, 

und  die  Formel  (A.)  reducirt  sich  für  diesen  Fall  auf: 

L.  Krouecker'a  Werke  I. 


242 


BEMEEKUNGEN  ZUR  DETERMINANTEN-THEORIE. 
dx 


dx. 


Kn> 


wie  pag.  120  Ihres  Buches, 


§  2. 

An  Stelle  des  Art.  3,  §  12  Ihres  Buches  möchte  ich  Ihnen  folgende 
Entwickelung  vorschlagen.  Es  seien  f^,  f^,  ...  /^_  eindeutig  definirte  Func- 
tionen der  n  Variabein:  x^,  x^,  . .  ■  x^  und  n>m.  Die  Functionen  /"seien 
so  beschaffen,  dass  nicht  sämmtliche  aus  den    m-n    Ableitungen: 


d.i. 


8/; 

dx. 


zu  bildenden  Determinanten  /»*"  Ordnung  verschwinden.  Alsdann  lassen  sich 
natürlich  {n  —  m)  Functionen:  f,,.^,  f^,^'  ' ' '  fn  liiizunehmen,  so  dass  die 
Functionaldeterminante  der  n  Functionen  f  von  Null  verschieden  ist.  Be- 
zeichnet man  die  Unterdeterminanten  derselben  mit:  z/.,. ,  so  ist: 


^f,.-^.,-^,,-\L 


(Ä,  i,*  =  l,  2,  ...n). 


Wenn  nun  eine  Function    f^^ix^,  x^,  . . .  x^    die  Eigenschaft  hat,  dass  sämmt- 
liche aus  den    w(m  +  1)    Ableitungen: 

f,i'fu>    ■■■    fmi  (.  =  1,2,...«) 

zu    bildenden    Determinanten     (/» +  1)°*"     Ordnung  verschwinden,    so    ist    die 
Functionaldeterminante  der  n  Functionen: 


gleich  Null,  also: 


/o>    ll}    •  '  '   /m  +  /x-l  '    'm  +  fi  +  1'    •  •  •    ' n 


^/o,-4,«+.  =  o. 


(,<  =  l,!i,...(n-,;0) 
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Denkt  man  sich  an  Stelle  der  Variabein:  x  neue  Variabein:  y  eingeführt,  die 
durch  die  Gleichungen: 

yi  =  fii^u  ^2'  •••^J  (.■=i,2,...„) 

bestimmt  sind,  so  erhält  man  für  die  Dififerentialien  die  Relation: 

\fhk  I  •  ^^i  =  f  4*  •  ^Vk  '*•  •■•  *=i'  ^'  •••'•' • 

Für  das  vollständige  Differential  von  f^  gilt  hiernach  die  Gleichung: 

in  welcher  die  auf  h  bezügliche  Summation  vermöge  der  Gleichung  {B.)  auf 
die  Werthe:  h<^in  beschränkt  werden  kann.  Es  ist  also  f^ipc^,  x  ,  ...  x), 
als  Function  der  Variabein  y  betrachtet,  nur  von  den  ersten  m  Variabein  y 
abhängig,  von  den  (n  —  m)  folgenden  aber  unabhängig;  und  dies  ist  —  wie 
sich  aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  —  eine  nothwendige  Eigenschaft  der 
Function  f^,  während  es  evident  ist,  dass  dieselbe  Eigenschaft  auch  hinreicht, 
um  die  über  f^  gemachte  Voraussetzung  zu  erfüllen. 

Die  hier  angegebene  lediglich  formale  Aenderung  der  Jaco&i'schen  De- 
duction  (Jacobi  de  determinantibus  functionalibus  §  6  und  7*)  führt  nur  zu 
dem  Resultat:  ivenn  sich  eine  Function:  f^{x^,  x^,  ...xj,  für  welche  sämmt- 
liche  aus  den    «(m  +  1)  Ableitungen: 

/o.'  fm  •■•  Li  0=1,2,..  n) 

zu  bildenden  Determinanten  [m  +  l)''"'  Ordnung  verschwinden,  als  Function 
der  durch  die  Gleichungen: 

y.  =  f.{x^,  x„,  ...  a;J  o=i, 2, . . . ») 


»)  C.  G.  J.  Jacobi,  Gesammelte  Werke.     Bd.  III.  S.  404—408.  H. 
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definirten  Variabein  y  ausdrücken  lässt,  so  gehen  in  diesen  Ausdruck  die 
{n  —  m)  letzten  Variabein:  2/,„+i»  ^™+2'  ••■:?/«  niclit,  ein.  Der  hier  voraus- 
gesetzte Umsatz  der  Variabein  x  in  die  Variabein  y,  welcher  einer  wirklichen 
Elimination  der  n  Grössen  x  aus  den  {n  +  1)  Gleichungen: 

gleichkommt,  ist  aber  nicht  immer  statthaft.  Denn  es  giebt  Beziehungen 
zwischen  Grössen,  welche  durch  Beziehungen  zu  andern  Grössen  vermittelt 
sind,  und  bei  deren  Definition  eine  solche  Vermittelung  unvermeidlich  ist, 
d.  h.  also,  es  giebt  Fälle,  in  denen  eine  Elimination  unmöglich  ist,  wie  das 
einfache  Beispiel  der  beiden  Gleichungen: 

a;  =  sin  «  ,  y  =  siu  av 

zeigt,  aus  denen  v  —  wenn  a  einen  irrationalen  Werth  hat  —  nicht  wirklich 
eliminirt  werden  kann.  Die  obige  aus  dem  Verschwinden  der  n(m  +  1)  Ab- 
leitungen : 

fonf\o---Li  (.-=1,2,...») 

hergeleitete  Folgerung  ist  also  nicht  vollkommen  allgemein,  und  es  ist  des- 
halb eine  neue,  für  alle  Fälle  passende  Formuliruug  des  Resultates  zu  geben, 
deren  Auseinandersetzung  die  folgende,  mehr  auf  das  Wesen  der  Sache  ein- 
gehende Deduction  gewidmet  ist. 


§3. 

Es  seien 

Ui+l'         l,„  +  2'         •  •  •         I« 

irgend  welche  eindeutige  Functionen  der  n  Variabeln  x,  jedoch  so,  dass  die 
Functionaldeterminante  der  n  Functionen: 


/■.,/;.•■•/;„;  Ux. •••f« 


BEMERKUNGEN  ZUR  DETERMINANTEN-THEORIE.  245 

nicht   identisch   verschwindet.     Ferner   sei  für   irgend   ein   specielles  Werth- 
system  (|) : 


Ich  führe  nun  —  unter  Beibehaltung  der  Variabein  ^„,^.1,  y^^^'  '•■Ifn  —  ^^ 
Stelle  der  m  Variabein  ^^ ,  y^,  . .  .y„  die  durch  folgende  Gleichungen  defi- 
nirten  Variabein  s  ein: 

Die  n  Variabein  s  vertreten  wegen  der  zwischen  ihnen  bestehenden 
(n  —  m)  Gleichungen  nur  die  Stelle  von  m  unabhängigen  Variabein ,  und  die 
Formel  (C.)  des  vorigen  Paragraphen  zeigt,  dass  das  vollständige  Differential 
von  f  nur  die  Differentiale    dz,  nicht  aber  die  Differentiale: 

enthält.  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  also  auch  dem  vollständigen  Differentiale 
des  Ausdrucks: 

ZU,  welchen  ich  einstweilen  mit  f  bezeichnen  will.  Diese  Function  f,  welche 
gleich  Null  ist,  sobald  das  System  {x)  mit  einem  System  {s)  zusammenfällt, 
bleibt  demnach  gleich  Null,  wenn  man  von  einem  solchen  System  [x)  aus- 
gehend zu  einem  andern  System  {x)  übergeht  und  aber  dabei  die  Werthe 
der  m  Functionen: 

f^{x^,  X.,,  ...x^,  f^{x^,  x,_,  ...xj,  ...  fjx^,  x.^,  ...xj 

festhält.    Da  man  nun  ein  beliebiges  System  (x)  unter  Festhaltung  der  Werthe 
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der  Functionen  /"j,  f.^,  . .  •  f„,  in  ein  System  (s)  stetig  übergehen  lassen  kann, 
d.  h.  in  ein  solches,  für  welches: 

L+ 1  =  qp^^^+i .      L+2  =  9',„+2 1      •  •  •      L  =  9'« 

wird,  so  giebt  es  für  jedes  beliebige  System  (x)  auch  ein  System  (z),  für 
welches  die  Gleichungen: 

f\{x^,  x^,  ...  xj  =  f^(z^,  z^,  ...sj,         ...         fjx^,  x^,  ...  rcj  =  4(2j,  z^,  ...  ^J 

und: 

erfüllt  sind.  Der  Zusammenhang,  welcher  zwischen  den  (m  +  1)  Functionen 
von  n  Variabein  x: 

unter  der  Voraussetzung  besteht,  dass  sämmtliche  aus  den  n[m  +  1)  Ab- 
leitungen : 

/"oC    fm     ■■■Li  (i=l,2,...n) 

zu  bildenden  Determinanten  (m  +  If-"  Ordnung  verschwinden,  lässt  sich  also 
vollständig  dadurch  charakterisiren,  dass  derselbe  Zusammenhang  bestehen 
bleibt,  wenn  man  zwischen  den  n  Variabein  x  irgend  welche  {n  —  m)  Glei- 
chungen, wie  z.  B. 

tm  +  l(^l  '    ^2  '    •  •  •  ^J  =  9',„  +  i  ,  •  •  •  f„(a;i  ,    X^,    ...Xj  =  (p^ 

festsetzt. 

Die  vorstehenden  Erörterungen  lassen  sich  für  den  Fall:    «  =  3,  w  =  2 
geometrisch  anschaulich  machen.     Wenn  nämlich 


BEMERKUNGEN  ZUR  DETERMINANTEN-THEORIE. 


247 


gesetzt  wird,  so  wird  dadurch  der  Kaum  (|,  rj,  ^)  auf  den  Eaum  (a;,  y,  z) 
bezogen.  Ist  nun  aber  die  Functionaldeterminante  von  {f^,  f ,  f)  gleich  Null, 
so  erhält  man  —  sämmtlichen  Punkten  [x,  y,  z)  entsprechend  —  nicht  den 
ganzen  Raum  (|,  »;,  ^),  sondern  nur  eine  Fläche  darin,  diese  aber  unendlich 
oft.  Eben  dieselbe  Fläche  erhält  man  aber  schon,  wenn  man  nur  diejenigen 
Punkte  {x,  y,  z)  nimmt,  zwischen  deren  Coordinaten  eine  beliebige  Gleichung 
besteht,  d.  h.  also  wenn  man  nur  die  auf  einer  beliebigen  Fläche  liegenden 
Punkte  [x,  y,  z)  nimmt  und  die  diesen  entsprechenden  Punkte  (|,  iq,  ^)  aufsucht. 


III. 

Während  in  den  meisten  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  zu- 
vörderst die  Punktcoordinaten  und  erst  nachher  die  in  der  Gleichung  der 
Ebene  vorkommenden  Coefficienten  als  Ebenencoordinaten  definirt  werden, 
dürfte  es  angemessener  erseheinen,  von  vorn  herein  —  wie  ich  es  in  meinen 
Universitätsvorlesungen  gethan  habe  —  die  beiden  Arten  von  Coordinaten 
gleichzeitig  einzuführen,  geometrisch  zu  erläutern  und  damit  zu  einer  zwie- 
fachen Interpretation  homogener  Gleichungen  mit  vier  Variabein  zu  gelangen. 


§  1- 
Wenn    die    vier   Eckpunkte    eines   Tetraeders    mit  1,  2,  3,  4  und    die 
gegenüberliegenden   Ebenen  resp.   mit  I,  II,  III,  IV  bezeichnet  werden,    und 
wenn  ferner: 

(IV),         (2V),        (3V),  (4V) 

die    kürzesten   Abstände    irgend    einer    Ebene:    V    von    den    vier    Tetraeder- 
ecken und: 

(15),         (Hö),        (IHÖ),        (IV5) 

die   kürzesten   Abstände   irgend    eines   Punktes:    5    von    den    vier    Tetraeder- 
flächen bedeuten,  so  können  die  Quotienten: 


(15) 

ai) ' 


(HS) 
(112)  ' 


(m5) 
(ms) ' 


(IV  5) 
(IV  4) 
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die  Punktcoordinaten  des  Punktes:  5  und  ebenso  die  Quotienten: 

(IV)  (2V)  (3YI  {iY)_ 

(II)  '  (211)'  (3 III)'  (4 IV) 

die  Ebenencoordiuaten  der  Ebene:  V  genannt  werden.  Die  Vorzeichen  der 
Abstände  werden  bestimmt,  indem  für  jede  Ebene  eine  positive  und  negative 
Seite  unterschieden  wird.*) 

Da  der  Alistand  eines  variabeln  Punktes:  5  von  einer  festen  Ebene:  V 
eine  lineare  homogene  Function  der  vier  Punktcoordinaten  des  Punktes:  5 
sein  muss,  so  hat  man  die  Gleichung: 

^1    äi}^^'    (112)  ^     '    (III3)  +  "^^     (IV 4)  -  ^^  ^^ ' 

in  welcher  die  Constanteu  A  am  einfachsten  dadurch  bestimmt  werden,  dass 
man  successive  den  Punkt:  5  mit  den  vier  Tetraederecken  zusammenfallen 
lässt.     Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  die  Fundamentalformel: 

(15) -(VI)     ,    ai5)-(V2)  (in5Il(Ii)     I     (1^5) -(V 4)  _  ^ 

^    ■''  (I1)-(V5)         (II2)-(V5)  (III3).(V5)  aV4)-(V5)  ' 

welche,  wenn  man  die  Coordiuaten  des  Punktes:  5  resp.  mit:  m„,  h^,  u^,  u^, 
die  der  Ebene:  V  resp.  mit:  U^,  U^,  U^,  U^  und  die  vier  Tetraederhöhen  mit: 
h^,  \,  \,  li^  bezeichnet,  in: 

(SC.)  2  \  u^  U,  =  (V  5)  (i =0, 1, 2, 3) 

übergeht.     In  dieser   Gleichung  wird,   sobald   der  Punkt:   5   in   der   Ebene:  V 


*)  Man  kann  auch  statt  der  obigen  Quotienten  die  Abstände  eines  Punktes  von 
den  vier  Tetraederflächen  selbst  als  Coordinaten  desselben  einführen  und  dabei  statt  der 
kürzesten  Abstände  auch  solche  nehmen,  welche  in  vier  bestimmten  Richtungen  zu  messen 
sind,  ebenso  können  die  in  vier  vorgeschriebenen  Richtungen  gemessenen  Abstände  einer 
Ebene  von  den  vier  Tetraedereeken  als  Ebenencoordiuaten  erklärt  werden;  aber  die  obige 
Definition  homogener  Punkt-  und  Ebenen-Coordinaten  ist  für  die  folgenden  Ausführungen 
bequemer. 
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liegt,  die  rechte  Seite  gleich  Nvül,  und  dieselbe  stellt  dann  ebensowohl  die 
Gleichung  der  Ebene:  V  in  Punktcoordinaten  als  die  Gleichung  des  Punktes:  5 
in  Ebenencoordinaten  dar,  während  die  Coefficienten,  welche  im  ersteren 
Falle:  liU  und  im  letzteren:  hu  sind,  ihre  unmittelbare  geometrische  Be- 
deutung haben.  —  Lässt  man  in  der  Formel  (2(.)  die  Ebene:  V  ins  Unend- 
liche rücken,  so  erhält  man  die  für  die  vier  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  bestehende,  nicht  homogene,  lineare  Eelation: 

(33.)  ^Mjj=l  (i  =  0,  1,2,S). 

Es  besteht  nun  in  analoger  Weise  für  die  vier  Coordinaten  einer  beliebigen 
Ebene  eine  nicht  homogene  Gleichung  zweiten  Grades,  zu  deren  Herleitung 
folgende  Entwickelungen  dienen  mögen. 

Wenn  man  die  Fundamentalformel  (St.)  mit:  (V5)  multiplicirt,  alsdann 
darin  statt  des  Punktes:  5  einen  andern  Punkt:  6  substituirt  und  xlie  beiden 
hierdurch  entstehenden  Formeln  von  einander  subtrahirt,  so  erhält  man  ver- 
möge der  Gleichungen: 

(«'.)         (15)  —  (16)  =  (56)  •  cos  (I  VI) ,  (115)  —  (116)  =  (5  6).  cos  (II  VI)r, 

die  Eelation: 

(S.)     ^  cos  (I  VI)  +  [-^1  cos  (II  VI)  -!-.•..+  ^^  cos  (IV  VI)  =  cos  (V  VI)  . 

Hier  bedeutet  (5  6)  den  absoluten  Werth  der  Entfernung  der  beiden  ein- 
geklammerten Punkte  und:  VI  eine  zu  der  Richtung  (5  6)  normale  Ebene. 
Für  die  unter  dem  Zeichen:  cos  stehenden  Winkel  sind  stets  die  „inneren" 
Winkel  zu  nehmen,  d.  h.  diejenigen,  welche  von  der  positiven  Seite  der  einen 
Ebene  mit  der  negativen  der  andern  gebildet  werden,  und  welche  demnach 
den  für  das  Product  beider  Ebenen  negativen  „inneren"  Raum  ausfüllen.  Bei 
der  durch  die  Relationen  (33.)  eingeführten  Ebene:  VI  ist  die  positive  und 
negative  Seite  gemäss  einer  dieser  Relationen  zu  bestimmen,  aber  in  der 
Gleichung   (ß.)   kann  man  von   diesem  Ursprünge   der   Ebene  VI  abstrahiren 
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und  diese  Ebene  selbst  so  wie  ihre  positive  und  negative  Seite  ganz  beliebig 
annehmen. 

Bezeichnet  man  die  vier  Tetraederflächen  mit:  cp^,  tp^,  (p.^,  cp^.  ferner 
die  Ebenen:  V  und  VI  resp.  mit  f  und  f,  so  erhält  die  Gleichung  (S.) 
folgende  Gestalt: 

(©'.)  ^  l\  cos  (f  95J  =  cos  (f  f)  Ci  =  0, 1,  2,  3)  . 

i 

Wendet  man  diese  Gleichung  auf  zvpei  parallele  Ebenen  f  und  f  an,  zwischen 
deren  Goordinaten:    U,    U'  die  Beziehungen: 

<p,m  -  u:)  =  (p.-C  u,  -  u;)  v, *-=o,  1, 2, 3) 

statthaben,  so  resultirt  die  speciellere  Formel; 

^  90 j,  cos  (f  <jPj.)  =  0  (*  =  o,  1, 2, 3) . 

i. 

Wird   endlich  in  (©'.)   für  f   successive:    /,  g)^,  (p^,  tp.^,  9)3   gesetzt,   so  kommt: 

^  U^  cos  {f(p^)  =  1 ,        ^  t/j.  cos  (9o  cp^)  =  cos  {f(p^) ,     ...,        ^  U^cos  (9)3  9)  J  =  cos  ( fq)^) , 

imd  indem  man  in  der  ersten  dieser  fünf  Gleichungen  für:  cos  (/"^J  die  aus 
den  vier  folgenden  Gleichungen  entnommenen  Werthe  svibstituirt: 

(S).)  2  Ü.  üi.  cos  (Cp.fp^  =  1  (>•.  X=0,  1,  2,  3)  . 

Diese  für  die  Ebenencoordinaten  U  bestehende  Relation  lässt  sich  noch  auf 
eine  andere  Form  bringen.  Legt  man  nämlich  durch  eine  der  vier  Tetraeder- 
ecken —  z.  B.  durch  den  Punkt:  1  —  eine  mit  f  parallele  Ebene,  so  sind 
deren  Goordinaten: 
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da  nach  den  eingeführten  Bezeichnungen:  h.(p.  =  li^cp^  ist.    Es  kann  also  statt 
der  Relation  (®.)  auch  die  folgende  genommen  werden: 

2  (Vo  U,-  —   Vr  ^o)  (9'o  ^,  —   %U^)  COS  {q>^  (p)   =  Cp;  (r,  s  =  l,  2,  3)  , 

welche    auf   die    Tetraederebene:    I    selbst    angewendet,    deren    Coordinaten: 
CT,  =  1,   U^^  ü^=U^  =  0  sind,  die  Formel: 

^  (p^ip^  cos  (g>^<p)   =  %  (r,  s  =  l,  2,  3) 

ergiebt. 

Die  Relation  (®.)  hat  auch  ihre  Bedeutung  für  die  Darstellung  der 
Kugel  in  Ebenencoordinaten.  Sind  nämlich:  m„,  u^,  m,^,  m^  die  Coordinaten 
des  Mittelpunkts,  so  findet  für  die  Coordinaten:  U'  jeder  durch  denselben 
gehenden  Ebene  die  Gleichung: 

^  ^'k  "i  ^k  ^^  ^  (*=<>■  1,  2,  3) 

statt,  während  die  Coordinaten:    ?7  jeder  Tangentialebene  der  Kugel  mit  dem 
Radius  B  durch  die  Gleichungen: 

hf.{ü^.  —    Uj^)  =  R  (*=0,  1,  2,  3) 

gegeben  sind.     Hiernach  wird: 

^  ^'k  "t  ^t  ^^  ^  <*=*'  '■  ^'  '' 

die   Gleichung   der  Kugel    in   Ebenencoordinaten,    welche   nun   mit  Hülfe   der 
Relation  (3).)  auf  die  erforderliche  homogene  Form  zu  bringen  ist: 

^  h.h^u.u^  U.  U,  =  R'  -2,  ü.  U,  cos  (9).<p,) , 

iu  welcher  sämmtliche  Summationen  auf  die  Werthe:    i,  ä;  =  0,  1,  2,  3    zu  er- 
strecken sind. 
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§  2. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  finden  ihre  An- 
wendung bei  den  Ausführungen,  welche  im  §  15  Ihres  Lehrbuchs  enthalten 
sind.  Wird  der  Kürze  halber  die  aus  den  sechszehn  Abständen  von  vier 
Ebenen  (I,  II,  III,  IV)  und  vier  Punkten  (5,  6,  7,  8)  gebildete  Determinante  mit: 

I  I,  II,  III,  IV 

I  5,  6,    7,     8 

bezeichnet,  und  setzt  man  in  der  oben  im  §  1  aufgestellten  Formel  (2(.)  suc- 
cessive  die  Punkte:  6,  7,  8  an  Stelle  des  Punktes:  5,  so  wie  die  Ebenen: 
VI,  VII,  VIII  an  Stelle  der  Ebene:  V,  so  erhält  man  sechszehn  Formeln,  aus 
denen  unmittelbar  die  folgende  Determinanten-Gleichung  resultirt: 


(«•) 


,1,11,  III,  IV 

|5,  6,    7,     8 


V,  VI,  VII,  VIII 

1,  2,     3,      4 


|I,  II,  lU,  IV     ,V,  VI,  VII,  VIII 

jl,  2,    3,    4  I  ■  ;  5,    6,      7,       8 


worin  übrigens: 


I,  II,  III,  IV 

1,  2,    3,    4 


=  (II) -(11 2).  (III 3)- (IV  4) 


ist,  weil  die  Punkte  1,  2,  3,  4  die  vier  Durchschnittspunkte  der  Ebenen 
I,  II,  III,  IV  sind.  Nimmt  man  überdies  die  Punkte  5,  6,  7,  8  als  die  vier 
Durchschnittspunkte  der  Ebenen  V,  VI,  VII,  VIII,  so  kommt: 


1, 11,  III,  IV  ;     V,  VI,  VII,  VIII I 

l5,  6,  7,    8  r  I  1,  2,     3,      4    I 


(1 1)  (II 2)  (III 3)  (IV  4)  •  (V  5)  (VI  6)  (VII 7  j  (VIII 8) . 


V^enn  man  aber  die  Ebenen  V,  VI,  VII  als  rechtwinklige  Coordinatenebenen 
annimmt  und  die  Ebene  VIII  ins  Unendliche  rücken  lässt,  so  erhält  man 
aus  («.) 


(Jb.) 


11,  II,  III,  IV 

15,  6,    7,     8 


(5678) 


(I1)(II2)(III3)(IV4), 
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wo  (1234)  und  (5678)  resp.  die  Inhalte  der  aus  den  eingeklammerten  Punkten 
gebildeten  Tetraeder  bedeuten.     Da  nun  im  §  1  die  Quotienten: 

(15)  (115)  (I1I5)  (IV  5) 

(II)'        (112)'        (III 3)'        (IV4) 

als  die  homogenen  auf  das  Fundamental- Tetraeder  (1234)  bezogenen  Coor- 
dinaten  des  Punktes:  5  bezeichnet  worden  sind,  so  besagt  die  Gleichung  (b.), 
dass  die  aus  den  sechszehn  homogenen  Coordinaten  der  vier  Punkte  5,  6,  7,  8 
gebildete  Determinante  dem  Quotienten: 

•(5678) 
(1234) 

gleich  ist,  oder  also,  dass  jene  Determinante  das  Verhältniss  des  Tetraeder- 
Inhalts:  (5678)  zu  dem  Inhalte  des  Fundamental- Tetraeders:  (1234)  darstellt. 

Wie  in  der  Formel  (b.)  der  Inhalt  eines  Tetraeders  (5678)  durch  die 
Abstände  der  vier  Eckpunkte  von  vier  festen  Ebenen:  I,  II,  III,  IV  aus- 
gedrückt erscheint,  so  lässt  sich  derselbe  auch  durch  die  Abstände  der  vier 
Seitenflächen  von  vier  festen  Punkten,  d.  h.  ■  also  auch  durch  deren  Ebenen- 
Coordinaten  einfach  ausdrücken. 

Die  Formel  (2t.)  des  §  1  lässt  sich  mit  Hülfe  der  Eelation  (S.)  auf 
folgende  Gestalt  bringen: 

(||)((Vl)-rV5;)+;||((V2)-(V5))-f»(rV3)-(V5))+^)( 

Wenn  man  daher  der  Horizontalreihe: 

(V1)-(V5),        (V2)-(V5),        (V3)-(V5),        (V4)  -  (V5) 

drei  fernere  anfügt,  in  welchen  resp.  drei  neue  Ebenen:  VI,  VII,  VIII  an 
Stelle  der  Ebene:  V  getreten  sind,  so  erhält  man  vier  Reihen  von  je  vier 
Elementen,  deren  Determinante  identisch  verschwindet.  Lässt  man  den  Punkt:  5 
mit  dem  Durchschnittspunkte  der  Ebenen:  VI,  VII,  VIII  zusammenfallen,  so 
besteht  hiernach  die  Gleichung: 


254  BEMERKUNGEN  ZUR  DETERMINANTEN-THEOEIE. 

Z>  =  (V5)-Z>j, 

in  welcher  D  die  Determinante: 

V,  VI,  VII,  VIII 
1,   2,     3,       4 

und  Dj  diejenige  Determinante  bedeutet,  welche  aus  D  entsteht,  wenn  man 
darin  die  erste  Horizontalreihe: 

(VI),       (V2),       (V3),       (V4) 

durch  die  Reihe: 

1,  1,  1,  1 

ersetzt.  Wenn  nun  D^,  JD^,  D^  ganz  analog  definirt  und  die  drei  übrigen 
Eckpunkte  des  aus  den  Ebenen  V,  VI,  VII,  VIII  gebildeten  Tetraeders  durch 
die  Ziffern:  6,  7,  8  bezeichnet  werden,  so  gelten  die  vier  Relationen: 

D  =  (V5)  Dj  =  (VI  6)  •  D,  =  (VII  7)  •  D3  =  (VIII 8)  •  D^  , 

und  da  vermöge  der  Gleichung  (b.): 

(567  8)  •  D  =  (1234)  •  (V5)(VI6)(VII7)(VIII8) 

ist,  so  resultirt  schliesslich  die  Formel: 

(c.)  (5678)  =  (1234)  ^' 

in  welcher  die  Determinanten- Ausdr ücke :  D,  D^,  D^,  -Dg,  D^  nur  die  sechs- 
zehn Abstände  der  Ebenen:  V,  VI,  VII,  VIII  von  den  Punkten:  1,  2,  3,  4 
enthalten. 

Die  Determinanten-Ausdrucke:  D  lassen  sich  auf  eine  übersichtlichere 
Form  Ijringen,  wenn  man  von  einer  Ecke  des  Fundamental-Tetraeders,  z.  B. 
vom  Punkte  (4.)  ausgehend,  die  drei  anliegenden  Kanten: 


< 
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(14)  =  ^,         (24)  =  y,         (34)  =  ^ 

lind  die  Abstände  von  den  Ebenen  V,  VI,  VII,  VIII: 

(V4)=i,,,         (VI4)=i7,,         (VII4)=j,3,         (VIII4)=i,^ 

setzt.     Alsdann  gelten  nämlich  die  Gleichungen: 

(Yl)-(yA)  =  xcos{p^x),        {Y2)  — (Y 4)  =  y  cos  (p^y),        (YS)  -  (Y4)  =  zcosip^z) , 

SO  wie  die  analogen  Gleichungen  für  die  Ebenen:    VI,  VII,  VIII.     Hiernach 
wird: 


xyz 


cosip^x),     COS  (p^y),  cos  (p^s),    p^ 

cos(p^x),     cos  (p^y),  cosip^z),    p^ 

coä(p^x),    cos  (p^y),  cosip^z),    p^ 

cos{p^x),     cos  {p^y),  cos{p^z),    p^ 

Q  7? 

und  wenn  die  Determinante  rechts  gleich  R  und :    : —  =  R,    gesetzt  wird,  so 
nimmt  die  Gleichung  (c.)  folgende  Form  an: 

(5678)  =  -(-^-^-^-'^)--  ^' 

(1^ 


(c'.) 


(14)  (2  4)  (3  4)     RR   RR     ' 


übereinstimmend  mit  dem  pag.  185  Ihres  Lehrbuches  entwickelten  Resultat. 
Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Determinanten  -  Ausdrücke  (R)  eine  ein- 
fache geometrische  Bedeutung  haben,  indem  nach  pag.  189  Ihres  Buches: 

i?j  =  sin  (xyz)  ■  sin  (5),         B^  =  sin  {xyz)  •  sin  (6'),  R^  =  sin  {xyz)  ■  sin  (7'), 

R^  =  sin  {xyz)  ■  sin  (8'), 

R  =  sin  {xyz)  ■  (jPj  sin  (5')  +  p^  sin  (6')  +  p^  sin  (7')  +  p^  sin  (8')) 

wird,  wenn  man  unter:  5',  6',  7',  8'  die  zu  den  vier  Tetraeder  -  Ecken : 
5,  6,  7,  8  polaren  Ecken  versteht.  Die  Formel  (c'.)  verwandelt  sich  hiernach 
in  folgende: 
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(5678)-sm(5')-sm(6')-sin(7')-siii(8')=i(i5iSin(5')+iJ2sm('5')+i^3si"(7')+i^4-^io(8'))% 

und  lässt  sich  in  dieser  Gestalt  unmittelbar  verificiren,  wenn  man  l^erück- 
sichtigt,  dass  jeder  der  hier  vorkommenden  sinus  der  polaren  Ecken  gleich 
ist  dem  neunfachen  Quadrat  des  Tetraeder-Inhalts  dividirt  durch  das  doppelte 
Product  der  drei  an  der  entsprechenden  Tetraeder  -  Ecke  liegenden  Seiten- 
flächen. 


Die  im  §  1  entwickelten  Gleichungen  (9(,  33,  ü,  S)  lassen  sich  als 
Determinanten -Formeln  auffassen  und  als  solche  verallgemeinern.  Um  diese 
allgemeineren  Formeln  elegant  darstellen  zu  können,  führe  ich  die  folgenden 
dem  Zwecke  entsprechend  gewählten  Bezeichnungen  ein: 

i.|=^>  \^a\=D,  |i-,,,=S), 

2x^^^=^''\  2  I.D.    =2>"', 

■^"       ri      rk  'k  '  ■•^       rg  y  '  —"        rg  ./ 

Die  Indices:  g,  h,  i,  k  nehmen  überall  die  Werthe:  0,  1,  2,  ...  «  an,  aber 
die  in  Beziehung  auf  den  Index:  r  auszuführenden  Summationen  können  auf 
irgend  welche  derselben  {n  -\-  1)  Werthe  beschränkt  werden.  Hiernach  be- 
stehen die  Gleichungen: 

und  die  analogen  für  die  mit  lateinischen  und  deutschen  Buchstaben  be- 
zeichneten Grössen.  Ferner  sind  ^f*  und  D'*'  Determinanten,  welche  resp. 
aus  den  Determinanten  J  und  D  entstehen,  wenn  mau  die  Horizontal- 
reihen: 
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?0  '          gl'         ^2  '       ■  ■  ■  97! 

mit  einander  vertauscht.  Endlich  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  man  dem 
Summationsbuchstaben  r  die  sämmtlichen  Werthe  von  Null  bis  n  beilegt,  die 
Grössen  0.^  die  ünterdeterminanten  eines  Systems  werden,  welches  aus  der 
Zusammensetzung  des  Systems  (|.J  mit  sich  selber  entspringt.  Denn  das  ad- 
jungirte  System  (y.^)  eines  aus  den  Systemen  (a.^)  und  (ft.J  zusammengesetzten 
Systems  (c.^.)  entsteht  selbst  durch  Zusammensetzung  zweier  Systeme  («.^) 
und  (/3,j.),  welche  resp.  zu  (a.^)  und  (b.^)  adjungirt  sind.     Wird  nämlich: 

C..  =   ^  a.    b,     ,  V  i   =   2  «,.ß,.  (S,,  A,  .-,  t,  !=0,  1,  2,  .  .  .  n) 

h t  -^^       TO    hg  '  '  tk  ^^       tt'^lk 

g  i 

gesetzt,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Kichtigkeit  der  die  adjungirten  Ele- 
mente: {y.^  bestimmenden  Formel: 

2  c..y..  =  d..  ■  \a  .1  •  I  6  . 1  . 

■^^     hl'  Tk  hk      1     ^1  I       \     gft  \ 

Mit  Hülfe  der  eingeführten  Bezeichnungen  lässt  sich  die  der  Funda- 
mental-Formel  (2t.)  entsprechende  allgemeinere  Gleichung  in  folgender  einfacher 
Weise  darstellen: 

(A)  J'^fi)f=^D. 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  unmittelbar,  wenn  man  die 
Werthe  von   ^'*'  und  D'*'  auf  der  linken  Seite  einsetzt.     Denn  man  erhält 

9  9 

auf  diese  Weise  den  Ausdruck: 


2 X  ,l..J..D.  oder  also:  '^  -2^^  x.D., 

^"       gh^ki       hk       ig  ^^      n i     gh       ig  ' 


welcher  vermöge  der  Bedeutung  von  d,^.  sich  auf: 

L.  Kronecker's  Werke  I. 
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d.  h.  also  auf:  z/Z>  reducirt.     Genau  auf  dieselbe  Weise  wird  die  Formel: 


durch  Substitution  des  Werthes  von  z/"'  verificirt.  Diese  Formel  geht  aber 
für  Ä  =  0,  wenn  x^  =  l  uud  für  jeden  Werth  von  k  auch  1^^  =  1  gesetzt 
wird,  in  die  Gleichung: 

über,  welche  der  obigen  Formel  (33.)  entspricht. 

Die  der  Eelation  (£.)  analoge  allgemeinere  Gleichung: 

^      J  -—        g       —^        rk       rg  — ^        rg      rg 

k  ^  /■ 

ist,  wie  die  beiden  vorhergehenden  Formeln,  durch  blosse  Substitution  des 
Werthes  von  D'*'  zu  verificken.  Die  auf  r  bezüglichen  Summationen  sind 
hierbei  auf  dieselben  Werthe  zu  erstrecken,  wie  in  den  Summen,  durch 
welche:  6,  S,  <B  definirt  wurden.  Lässt  man  nun  die  in  2)^  enthaltenen  n  Hori- 
zontalreihen der  Grössen  j  mit  den  n  Horizontalreihen  der  Grössen  |  zu- 
sammenfallen, welche  nach  Ausschluss  der  Reihe:  l,.^,  |.j,  ...  |.„  verbleiben, 
so   geht    2)^    über  in  z/^.  und  also  die  Formel  (C.)  in: 

■f^       tk      g  —^rirg 

k  ^ 

Lässt  man  ferner  die  Grössen  j  mit  den  Grössen  x  zusammenfallen,  so  ver- 
wandelt sich  die  Gleichung  (C)  in: 
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Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  A  und  setzt  auf  der  linken  Seite  der- 
selben für  die  auf  r  bezügliche  Summe  den  Werth  ein,  welcher  sich  aus  der 
vorhergehenden  Gleichung  ergiebt,  so  resultirt  schliesslich  die  Formel: 

welche  der  obigen  Formel  (2).)  vollkommen  entspricht. 

§4. 
Um  die  Analogie  der  im  §  3  entwickelten  vier  Formeln  mit  denen 
des  §  1  in  Evidenz  zu  setzen,  nehme  ich  sämmtliche  Werthe  von:  |,  x,  j, 
deren  zweiter  Index  Null  ist,  der  positiven  Einheit  gleich  und  betrachte  die 
je  n  übrigen  Grössen:  |,  x,  j,  welche  einen  und  denselben  vorderen  Index 
haben,  als  je  einen  Punkt  einer  w fachen  Mannigfaltigkeit  definirend.  Durch 
n  solcher  Punkte  ist  eine  ebene  (n  —  1)  fache  Mannigfaltigkeit  bestimmt;  so 
durch  die  Punkte: 

(5*1'  i*ü.  •••  5*J  a=o,i,...,-i,, •+.,...«) 

eine  {n  —  1) fache  Mannigfaltigkeit  von  Punkten  [^^,  x.^,  ...  xj ,  welche  durch 
die  Gleichung: 

^  a;^  ^^^  =0  (*=o,  1, . . .  n) 

k 

gegeben  ist  und  mit  cp.  bezeichnet  werden  soll.  Ebenso  wird  durch  die 
Punkte: 

(a;^j,    X^^,    ...    X^J  (r=I,2,  ...n) 

eine  Mannigfaltigkeit  f  und  durch  die  Punkte: 

(Erl»    ir2>    •■■    E.J  (.  =  1,2,...») 

eine  Mannigfaltigkeit  f  bestimmt.  Wird  ferner,  um  die  geometrische  Analogie 
festzuhalten,  für  irgend  zwei  durch  die  Gleichungen: 
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^  C  X   = 


^0^    =   1  ('■  =  1,2 n) 


2  C'r^r^  ^d'  ^C^^=l  (r=l,  2,...  ».) 

definirte  {n  —  1)  fache  ebene  Mannigfaltigkeiten  f  und  f  die  Bezeichnung: 

^  c^cl=  cos  {ff) 
eingeführt,  so  ist  für  i,  'k  =  (),  1,  ...  n: 

WO  überall  die  Summationen  auf:  r  =  l,  2,  ...  w  zu  erstrecken  sind.    Wenn 
nun  endlich: 


0  TT-  ii     0 


genommen  wird,  so  können  die  {n  +  1)  Grössen  u^^,  als  homogene  Coordinaten 
eines  Punktes  {x^^,  x^^,  . . .  *o  J  aufgefasst  werden  —  die  (w  +  l)  Punkte  (|) 
als  fest  betrachtet  —  und  ebenso  die  Grössen  U  als  homogene  Coordinaten 
der  (n  —  1)  fachen  Mannigfaltigkeit  f.  Bei  Einführung  dieser  Coordinaten  u 
und  ü  gehen  die  vier  mit  (Ä,  B,  C,  D)  bezeichneten  Gleichungen  des  vorigen 
Paragraphen  in  folgende  über: 

*  =  7i  .=  »!  k  =  n 

2  U^k  COS  (f  ^'i.)  =  COS  (f /■)  ,  ^    ^  U^^  U^^  COS  (^qc),qp^.)  =  1  , 

;;  =  0  1=0    k  =  Ü 

welche  mit  den  Formeln  {%,  33,  ®,  ^)  des  §  1  identisch  werden,  wenn  man 
n  =  3  nimmt  und  die  Grössen  | ,  a; ,  j  als  rechtwinklige  Kaumcoordinaten 
auffasst.  —  Führt  man  den  Grössen  u^^,  U^^  analog  die  Grössen  u.^,  U.^  ein, 
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SO  lässt  sich  durch  dieselben  —  den  Formeln  des  §  2  entsprechend  —  das 
Verhältniss  der  Determinanten  D  und  z/  ausdrücken,  indem: 

wird,  wenn  man  für    i,li  =  0,\,  . .  .n: 


setzt.     Die  erste  jener  beiden  Formeln  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Be- 
deutung der  Grössen  u,  während  die  zweite  aus  den  Clleichungen : 


2^^?^   =  *..  —  ,  ^M„.=   l  to,.,*=0,  !,...„) 


herzuleiten  ist;  denn  es  folgt  hieraus,  dass  für  g  =  0,  1,  . . .  n  die  (n  + 1)  De- 
terminanten: 

-DO, 
U,,—  d  ,  ■  -^ 

hk  gh        j^^ 

9 

gleich    Null    werden,    dass    also    nach    den    eingeführten   Bezeichnungen    für 
g  =  0,  1,  . .  .n  die  Gleichungen: 

_J_  __   9S 

V  JS 

9  9 

stattfinden,  aus  denen  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  der  Determinante  V 
nämlich: 


U..\  = 


71"   ö   e    . .  e 


"   s^s,  ...s 


^      "o"^i 


der  oben  angegebene  Ausdruck  von     —    resultirt. 
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Ueber  die  aus  den  Coordinaten  von  {n  +  1)  Punkten  gebildeten  De- 
terminanten ist  noch  eine  Bemerkung  hinzuzufügen.  Für  die  zu  den  Punkten  (|) 
gehörige  Determinante  z/  und  deren  Unterdeterminanten  gelten  vermöge  der 
Gleichungen   1^0  =  1  "^i^  Relationen: 


2^,,=  \,-'^  (*.*•=«.  1. 


Setzt  man  daher: 


WO  links  x„  =  1  zu  nehmen  ist,  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen: 

von  denen  die  erstere  zeigt,  dass  für  jeden  Punkt  {x)  wenigstens  eine  der 
Functionen  #  negativ  ist,  während  aus  der  letzteren  hervorgeht,  dass  für 
unendlich  entfernte  Punkte  {x)  nicht  sämmtliche  Functionen  <&  negativ  sein 
können.  Die  Gesammtheit  der  Functionen  $  scheidet  also,  den  (2""'"'  —  1)  zu- 
lässigen Zeichencombinationen  entsprechend,  eine  gleiche  Anzahl  Gebiete  aus 
der  ganzen  w fachen  Mannigfaltigkeit  aus,  von  denen  nur  eines  keine  un- 
endlich entfernten  Punkte  enthält.  Dieses  eine  Gebiet  ist  dadurch  charakte- 
risirt,  dass  für  alle  darin  liegenden  Punkte  {oc)  die  Werthe  der  sämmtlichen 
(w  -f  1)  Functionen  •  ^  negativ  sind,  und  das  über  eben  dasselbe  endliche 
Gebiet  erstreckte  Integral: 


J 


dx.  •  dx.,  ■  ■  ■  dx 


multiplicirt  mit  dem  Product:  l-2---n  ist  gleich  z/,  d.h.  also  gleich  der  aus 
den  Coordinaten  der  {n  -f  1)  Punkte  (|)  gebildeten  Determinante  j  1,.^  | ,  welche 
deshalb  füglich  als  „Inhaltsdeterminante"  bezeichnet  werden  kann. 
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IV. 

Sowohl  die  Sätze  über  Producte  von  Dreiecksflächen  und  Tetraeder- 
volumen als  die  polygonometrischen  Relationen,  welche  in  den  §§  16  und  17 
Ihres  Lehrbuchs  aufgestellt  sind,  lassen  sich  grossentheils  aus  gemeinschaft- 
licher Quelle  systematisch  herleiten,  wenn  man  zuvörderst  allgemeine  Deter- 
minanten «'"  Ordnung  behandelt  und  erst  nachher  zu  denjenigen  speciellen 
Determinanten  übergeht,  welche  die  Fläche  des  Dreiecks  und  das  Volumen 
des  Tetraeders  ausdrücken. 


Es  seien  x^^,  ^,^  für    l  =  0,  1,  2,  ...n    und    k  =  1,  2,  ...n  je    n{n-\-l) 
Grössen,  welche  den  Bedingungen: 


2(^.,-^j'=r\  ^(l,.,-U'  = 


(i,  i=l,  2.  .  .n) 


genügen.     Ferner  seien  die  Grössen  s^^  und  c^.   durch  die  Gleichungen: 

*  t 

bestimmt,  wobei  —  wie  stets  im  Folgenden  —  die  Indices  l,  m  die  Werthe 
0,  1,  2.  ...  n  und  die  Indices  i,  k  nur  die  Werthe  1,  2,  ...  n  annehmen 
sollen.     Wenn  nun  die  Determinante: 


M,      1 ,       1 , 

■'•»        *21'        *22'        • 
^22 


mit:  D{u)  bezeichnet  wird,  so  lässt  sich  die  durch  Multiplication  der  aus 
den  je  n^  Grössen  {x.^  —  loJ  und  (|.^  —  x^^)  gebildeten  Determinanten  entr 
stehende  Gleichung: 
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auf  die  Form  bringen: 

(2.)  (-2)"|x.,-|„,|.||,,-a;„,|=iJ.2)(^), 

wo  zur  Abkürzung:  »'^  +  ?' —  Sqo '^i'  gesetzt  ist.  Denn  wenn  man  in  der 
Determinante  auf  der  rechten  Seite  die  erste  Vertikalreihe  mit  p  multiplicirt 
und  von  jeder  folgenden  subtrahirt,  so  werden  sämmtliche  Grlieder  der  ersten 
Horizontalreihe  mit  Ausnahme  des  ersten  gleich  Null,  irgend  eines  der  inneren 
Glieder  aber  verwandelt  sich  in: 

4  -r'-  Q-  +  sl^ ,      also  in:       —  2s.„s„,c., . 

Da  nun,  wenn  man  kurzweg  D  für:  D(0)  setzt: 

D{u)  =  u-  14'  +  -D 

wird,  so  resultirt  die  Hauptformel: 

(2*.)  (-2)" ;.;,,-  5„,|  •  :i,,-^o.l  =  ir'+g'-sl)  ■  D  +  |4|  . 

Setzt  man  r  =  Q  und  a;jj.  =  |„^  =  0  für  alle  Indices  k,  ferner:  x.^  =  x'.^,  I,j,  =  l-y 
für  alle  Indices  i  und  für  g  =  l,  2,  . . .  (w  —  1),  endlich  aber: 

o.  cc. 

so  behalten  die  durch  die  Gleichungen: 

2  ä 

definirten  Grössen  a  und  a  auch  für  ein  unendlich  grosses  r  noch  endliche 
Werthe,  die  Differenzen:  (*/,„  — ^,J  verschwinden  also  für  diesen  Fall,  und 
es  wird  demnach: 
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^«^  -  i;,)'  =  Sl  {,=  1,  2,  .  .  .  n-l). 

9 

Andrerseits  reduciren  sich  für  r  =  oo  die  durch  r  dividirten  Glieder  der 
letzten  Vertikalreihen  in  den  Determinanten  |  x.g.  \  ,  1 1^^  |  sämmtlich  auf  Eins, 
und  es  ist  also  —  wenn  der  Gleichförmigkeit  wegen  x'.^  =  ^'.^  =  1  gesetzt 
wird  —  für  r  =  cx> : 

Die  Hauptformel  (2)  geht  somit  in  folgende  über: 

(3-)  -(-2)"-^,<,|.  i;,i  =  i), 

deren  Gültigkeit  einzig  und  allein  an  die  Bedingungen: 

x'.  =  £'  =  1  ,         sf.  =  ^  (xi  —  |.'  )^ 

geknüpft  ist. 

Bei  den  vorstehenden  Entwickelungen  wurde  aus  der  mit  (2.)  be- 
zeichneten Formel  die  Gleichung  (3.)  als  eine  speciellere  hergeleitet;  aber 
man  kann  auch  diese  letztere  Gleichung  direct  verificiren  und  alsdann  durch 
Specialisirung  derselben  zu  der  ersteren  gelangen,  so  dass  beide  Formeln  den 
gleichen  Grad  von  Allgemeinheit  haben.  Um  zuvörderst  die  Ueberein  Stimmung 
der  linken  Seite  der  Gleichung  (3.)  mit  der  Determinante  D  in  Evidenz  zu 
setzen,  hat  man  nur  die  zweite  Horizontalreihe  derselben  von  jeder  der 
folgenden  zu  subtrahiren  und  alsdwan  auch  die  zweite  Vertikalreihe  von  jeder 
folgenden  Vertikalreihe  abzuziehen.  Um  ferner  aus  der  Gleichung  (3.)  die 
Formel  (2.)  abzuleiten,  hat  man  {n  +  1)  statt  n  und: 

^ik  ^^  "^u-  '  ^a  "^  ^ik>  ^n+  1,  i  ^^  5oi  ;  5^+  1,  i  ^  •'^Oi 

für  i,  J:^l,2,...n  zu  setzen.  Hierdurch  verwandelt  sich  die  Formel  (3.) 
in  folgende: 

L.  KrODecker's  Werke  I.  34 
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-(-2r'a.,,-|„,    .11,., 


und  dife  Determinante  auf  der  rechten  Seite  erhält  dieselbe  Form  wie  in  der 
Gleichung  (2.),  nämlich: 


0, 

1,    • 

..      1, 

1 

1, 

r^ 

1, 

■  ■  ^L  > 

r^ 

1, 

9\     . 

2 

■  •       9  , 

*00 

-  {.r-  + 


s„- )  •  D 


-)' 


wenn  man  von  der  ersten  Horizontalreihe  die  durch  q  dividirte  letzte  Hori- 
zontalreihe abzieht  und  alsdann  die  mit.(p^  —  s^J  multiplicirte  erste  Vertikal- 
reihe der  letzten  hinzufügt. 

Führt  man  die  Bedingung  ein,  dass  die  aus  den  Grössen  x  und  | 
zusammengesetzten  Ausdrücke:  s,^j  ihrem  Werthe  nach  mit  denjenigen  über- 
einstimmen, welche  aus  den  Grössen  x'  und  |'  gebildet  sind,  so  kann  man 
in  der  Gleichung  (2*.)  für  D  den  Werth  substituiren,  welcher  sich  aus  der 
Gleichung  (3.)  ergiebt.  Aber  man  kann  diese  beiden  Gleichungen  auch  nach 
vorheriger  Specialisation  der  ersteren  mit  einander  combiniren.  Werden 
nämlich  .%";,,  und  1^^  für  sämmtliche  (n  -f  1)  Werthe  des  Index  l  gleich  Eins 
angenommen,  so  verschwinden  die  beiden  Determinanten  auf  der  linken  Seite 
der  Gleichung  (2*.),  und  es  resultirt  die  speciellere  Relation: 


(4.) 


{r'+  q'—  s'J  •  D  +  's',  I  =  0 


Die  hierin    enthaltenen   Grössen   x.^,  i..^    {i  =  \,'2,  ...  n\   g  =  l,2....,   n  —  1) 
sind  ganz  beliebig;  aus  diesen  sind  die  Grössen  s^,  mittels  der  Gleichungen: 


(»=1.2,  ...n-I) 


H 

ZU  bestimmen,   die  Grössen  a'^^,  1^^  aber  durch  die  Bedingung,  dass  sowohl 
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der  Werth  von  ^(x.^  —  x^^^f  als  der  von  ^(ß^^  —  i^gT  für  die  verschiedenen 

9  9 

Indices  i  unverändert  bleiben  soll;  diese  Werthe  sind  resp.  durch  r^  und  o^ 
und   endlich   der  Werth   von  ^{x^^  —  Iq»)^   durch  s^^  zu  bezeichnen.     Nimmt 

9 

man  nun  zu  den  je  w(»  —  1)  Grössen  ä.  ,  1,.,  noch  je  n  Grössen  x.^,  i,.^^  hinzu, 
deren  Werth  gleich  Eins  ist,  so  kann  man  in  der  Gleichung  (4.)  die  Grösse  D 
durch  denjenigen  Ausdruck  ersetzen,  welcher  die  linke  Seite  der  Gleichung  (3.) 
bildet,  und  man  erhält  alsdann  die  Formel: 

(5-)  (-  ^r\r'  +q'-  s'J  .  I  a;,.,  I  ■  1 1,,  |  =  1 4  |  • 

Lässt  man  die  Grössen  x  und  ^  mit  einander  zusammenfallen,  so  gelten  die 
specielleren  aus  (3.)  und  (4.)  hervorgehenden  Formeln: 

(6.)  (-2y-'\xJ=-D,  |4|  =  -2r^2). 

Wenn  endlich  in  den  Gleichungen  (3.)  und  (5.)  für  sämmtliche  Werthe  von  i 
die  Grössen  a?_.  ^_j  und  |,„^i  gleich  Null  gesetzt  werden,  so  erhält  man  die 
beiden  Relationen: 

(7.)  D  =  0,         14|  =  0. 

in  denen  die  Elemente  (sf.)  der  beiden  Determinanten  durch  die  Gleichungen: 

s',=  ^K/-iP'  (/=1.2,...»-2, 

definirt  sind.  Dabei  sind  die  Grössen  x,  und  |^^.  in  der  ersteren  Relation  ganz 
beliebig,  während  die  letztere  nur  dann  gilt,  wenn  sich  die  Grössen  x^^.  und  1^^ 
bestimmen  lassen,  für  welche  die  beiden  Ausdrücke: 

/  f 

constante,  d.  h.  vom  Iudex  i  unabhängige  Werthe  annehmen. 

34* 
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Die  sämmtlichen  hier  entwickelten  Relationen  können  geometrisch  inter- 
pretirt  werden,  wenn  man  die  drei  ersten  Grössen  x  und  |  jeder  Horizontal- 
reihe, d.  h.  also  x^^,  35^2,  .x-,3  imd  1^^,  1^^,  l^g  für  alle  Werthe  von  l  als  irgend 
welche  Raumcoordinaten  auffasst  und  die  übrigen  Grössen  x  und  |  gleich  Null 
setzt.  Ich  werde  mich  aber  darauf  beschränken,  die  ersten  drei  Grössen  x 
und  I  jeder  Horizontalreihe  als  rechtwinMige  Coordinaten  zu  betrachten.  Als- 
dann repräsentiren  die  Grössen  x^^,  x,^,  x^^  und  1,^,  i^^,  l^g  für  ^  =  0,  1,  2,  ...  n 
zwei  Gruppen  von  je  («  + 1)  Punkten  im  Baume:  (icj  und  (|j),  und  die 
Grössen  s^^  bedeuten  die  Strecken,  welche  je  einen  Punkt  (x)  mit  je  einem 
Punkte  (I)  verbinden,  während  die  Grössen  c.^  die  Cosinus  der  Winkel  sind, 
welche  die  Strecken  s.^^  und  s^^  mit  einander  bilden.  Die  je  u  Punkte  (x^) 
und  (IJ  liegen  auf  Kugeloberflächen,  deren  Mittelpunkte  resp.  die  Punkte  {x^ 
und  (IJ  und  deren  Radien  beziehungsweise  r  und  q  sind;  die  Entfernung  der 
beiden  Mittelpunkte  ist  mit  s^^  bezeichnet.  Wenn  nun  n>  3  angenommen 
wird,  so  verschwindet  —  vermöge  der  Festsetzung:  *,4  =  1,4  =  0  —  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (1.),  und  man  erhält  also  für  die  Grössen  c.^. ,  d.  h.  für 
die  Cosinus  der  n-  durch  zwei  Gruppen  von  je  n  Richtungen  bestimmten 
Winkel  die  Relation: 

Wird  aber  n  =  3  angenommen,  so  enthält  die  Gleichung  (1.)  eine  Darstellung 
des  Products  der  beiden  Tetraeder-Volumen:  (1^,  x^^,  x^,  x.^) ,  {x^,  i^,  l^,  Ig) 
durch  die  je  drei  an  den  Ecken  (|J  und  (x^)  anliegenden  Kanten  und  durch 
die  Cosinus  der  neun  von  diesen  je  drei  Kanten  mit  einander  gebildeten 
Winkel.  Ebendasselbe  Product  der  Rauminhalte  jener  beiden  speciellen 
Tetraeder  wird  mittels  der  Formel  (2*.)  durch  die  Quadrate  der  Strecken 
dargestellt,  welche  die  je  vier  Eckpunkte  des  einen  mit  denen  des  andern 
verbinden,  da  die  Grössen  ■/•,  q,  s^^  resp.  die  Strecken  (x.x^),  (|;|J,  («o^o) 
bedeuten.  Ferner  aber  liefert,  wenn  w  =  4  gesetzt  wird,  die  Gleichung  (3.) 
das  Product  zweier  heliehiger  Tetraeder- Volumen  durch  die  sechszehn  Ent- 
fernuDgen  ihrer  beiderseitigen  Eckpunkte  ausgedrückt,  und  die  Gleichung  (5.) 
giebt  eine  Darstellung  desselben  Products  durch  eben  diese  sechszehn  Ent- 
fernungen unter  Hinzunahme  der  Grösse:  r^' -}- q^ -\- s^^ ,  welche  die  Radien  r 
und  Q  der  den  beiden  Tetraedern  umschriebenen  Kugeln  und  die  Entfernung 
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«(,(,  ihrer  beiden  Mittelpunkte  enthält.  Eben  diese  Grösse:  r'-  +  9'  —  $1^  findet 
sich  in  der  Gleichung  (4.)  in  Form  eines  Quotienten  zweier  Determinanten 
dargestellt,  deren  Elemente  die  Quadrate  der  die  beiderseitigen  Tetraeder- 
Ecken  verbindenden  Strecken  sind.  Endlich  können  für  «  =  4  auch  noch  die 
beiden  specielleren  Formeln  (6.)  geometrisch  interpretirt  werden,  und  zwar  so, 
dass  in  der  ersteren  das  Volumen  eines  beliebigen  Tetraeders,  in  der  letzteren 
aber  der  Radius  der  demselben  umschriebenen  Kugel  durch  die  sechs  Kanten 
ausgedrückt  erscheint.  —  Für  die  räumlich  geometrische  Deutung  der  mit  (7.) 
bezeichneten  Formeln  ist  n  >  4  zu  nehmen.  Die  erstere  von  beiden  ist  dann 
als  eine  Relation  aufzufassen,  welche  zwischen  den  n'^  Entfernungen  zweier 
Gruppen  von  je  n  beliebigen  Punkten  besteht,  und  welche  die  Carnot'schB 
Relation  für  fünf  Punkte  im  Raum  als  speciellen  Fall  enthält,  die  letztere 
der  beiden  Formeln  aber  liefert  eine  Gleichung  zwischen  denselben  n-  Ent- 
fernungen unter  der  besonderen  Voraussetzung,  dass  die  n  Punkte  jeder 
Gruppe  auf  einer  Kugeloberfläche  liegen. 

Berlin,  im  November  1869. 


AUSEINANDERSETZUNG 
EINIGER  EIGENSCHAFTEN  DER  KLASSEN- 
ANZAHL IDEALER  COMPLEXER  ZAHLEN. 


VON 


L.  KRONECKER. 


Monatsberichte  der  Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
vom  Jahre  1870.    S.  881  —  889. 


AÜSEINANDEESETZUNG  EINIGER  EIGENSCHAFTEN  DER 
KLASSENANZAHL  IDEALER  COMPLEXER  ZAHLEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  1.  Decbr.  1870.]') 


Eines  der  hauptsächlichsten  theoretischen  Resultate  in  der  soeben  vor- 
getragenen Abhandlung  ist  der  Satz,  dass  der  zweite  Factor  der  Klassenzahl 
idealer  aus  2'™  Wurzeln  der  Einheit  gebildeter  Zahlen  nur  dann  durch  Zwei 
theilbar  sein  kann,  wenn  auch  der  erste  Factor  durch  Zwei  theilbar  ist.  Als 
mir  mein  Freund  Kummer  vor  einiger  Zeit  diesen  Satz  mittheilte  und  die 
offenbare  Analogie  desselben  mit  seinem  älteren,  die  Theilbar keit  der  beiden 
Factoren  der  Klassenzahl  durch  X  betreffenden  Satze  hervorhob,  suchte  ich 
mir  nähere  Aufklärung  darüber  zu  verschaffen,  warum  grade  die  Zahl  Zivei 
in  dem  Kummer  s,thQn  Satze  eine  Rolle  spielt.  In  diesem  Sinne  bemühte  ich 
mich  zuvörderst,  die  in  dem  Satze  enthaltenen  Eigenschaften  der  beiden 
Factoren  der  Klassenzahl  unmittelbar  aus  deren  Definition  herzuleiten,  oder 
wenigstens  ohne,  wie  es  in  dem  Ä«mw?e'/-' sehen  Beweise  geschieht,  die  ent- 
wickelten Ausdrücke  der  beiden  Factoren  zu  benutzen.  Da  der  zweite  Factor 
der  Klassenzahl  selbst  als  Klassenzahl  der  aus  zweigliedrigen  Perioden  ge- 
bildeten complexen  Zahlen  definirt  werden  kann,  so  ist  der  erste  Factor  als 
Quotient  zweier  Klassenzahlen  bestimmt.  Sobald  es  mir  nun  gelungen  war, 
auf  diese  Definition  einen  Beweis  des  Kmnmer'^chQn  Satzes  zu  gründen,  er- 
kannte  ich   sogleich,    dass    die    dabei   angewendete   Methode    nicht   auf  zwei- 


')  Diese  Arbeit  schliesst  sich  an  die  Kummer^ s.ch.e  Abhandlung  „Monatsber.  d.  Berl.  Akad.  v. 
J.  1870  S.  855  —  880"  an  und  beginnt  mit  den  Worten: 

„Herr  Kronecker  knüpfte  an  den  Vortrag  des  Hrn.  Kummer  die  folgende  Auseinandersetzung 
einiger  Eigenschaften  der  Klassenamahl  idealer  complexer  Zahlen."  H. 

L,  KroneckcT'a  Werke  I.  35 
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gliedrige  Perioden  beschränkt,  sondern  auf  beliebige  Perioden  anwendbar  ist, 
und  dass  alsdann  in  dem  Kummer'' sehen  Satze  an  Stelle  der  Zahl  Zwei  die 
Primfactoren  der  Gliederzahl  der  Periode  auftreten.  Ich  erkannte  ferner, 
dass  der  Satz  in  allgemeinerer  Fassung  nicht  blos  für  complexe  aus  A*'" 
Wurzeln  der  Einheit  gebildete  Zahlen,  sondern  für  beliebige  complexe  Zahlen 
gilt,  sobald  nur  hierfür  der  Begriff  der  idealen  Zahlen  resp.  der  verschiedenen 
Klassen  derselben  festgestellt  ist.  Die  Entwickelung  dieser  Begriffe  bildet  die 
Grundlage  eingehender  und  umfassender  Untersuchungen,  welche  ich  schon 
vor  langer  Zeit,  nämlich  vor  etwa  dreizehn  Jahren,  über  die  Theorie  der 
allgemeinsten  complexen  Zahlen  und  der  damit  zusammenhängenden  in  Linear- 
factoren zerlegbaren  Formen  augestellt  und  deren  Hauptresultate  ich  damals 
meinen  mathematischen  Freunden  mitgetheilt  habe.  Obgleich  ich  darüber 
bisher,  durch  andere  Arbeiten  in  Anspruch  genommen,  noch  nichts  veröffent- 
licht habe,  will  ich  dennoch  die  vorliegende  Frage  für  den  Fall  beliebiger 
complexer  Zahlen  erörtern,  weil  bei  dieser  allgemeineren  Behandlung  die 
wesentlichen  Gesichtspunkte  klarer  hervortreten. 


In  den  Artikeln  305  und  306  der  „Disquisitiones  ariilimetkae"  hat  Gauss 
eine  Anordnung  der  verschiedenen  Klassen  quadratischer  Formen  auf  die 
Theorie  der  Composition  gegründet')  und  Hr.  Schering  hat  neuerdings  der 
weiteren  Ausführung  dieses  Gegenstandes  eine  Arbeit  gewidmet,  welche  im 
XIV.  Bande  der  Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
zu  Göttingen  veröffentlicht  ist  und  namentlich,  wie  es  auch  der  Titel  angiebt, 
eine  sachgemässe  Aufstellung  von  „Fundamentalklassen"  zum  Zwecke  hat.^) 
Die  überaus  einfachen  Principien,  auf  denen  die  G^«»ss'sche  Methode  beruht, 
finden  nicht  blos  an  der  bezeichneten  Stelle,  sondern  auch  sonst  vielfach  und 
zwar  schon  in  den  elementarsten  Theilen  der  Zahlentheorie  Anwendung. 
Dieser  Umstand  deutet  darauf  hin,  und  es  ist  leicht  sich  davon  zu  über- 
zeugen, dass  die  erwähnten  Principien  einer  allgemeineren,  abstrakteren  Ideeen- 
sphäre   angehören.     Deshalb    erscheint  es    angemessen  die  Entwickelung  der- 


')  C.  F.  Gauss"  Werke.    Band  I.    S.  .369  —  375.  H. 

')  E.  Schering,  Die  Fundamental-Classcn  der  zusammensetzbaren  arithmetischen  Formen.    Abh. 
d.  Kgl.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen,    ßd.  XIV  (11.  Juli  1868).  H. 
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selben  von  allen  unwesentlichen  Beschränkungen  zu  befreien,  sodass  man 
alsdann  einer  Wiederholung  derselben  Schlussweise  in  den  verschiedenen 
Fällen  des  Gebrauchs  überhoben  wird.  Dieser  Vortheil  kommt  sogar  schon 
bei  der  Entwickelung  selbst  zur  Geltung  und  die  Darstellung  gewinnt  dadurch, 
wenn  sie  in  der  zulässig  allgemeinsten  Weise  gegeben  wird,  zugleich  an 
Einfachheit  und  durch  das  deutliche  Hervortreten  des  allein  Wesentlichen 
auch  an  Uebersichtlichkeit. 

Es  seien 

0',  0",  6'",  .  .  . 

Elemente  in  endlicher  Anzahl  und  so  beschaffen,  dass  sich  aus  je  zweien 
derselben  mittels  eines  bestimmten  Verfahrens  ein  drittes  ableiten  lässt.  Dem- 
nach soll,  wenn  das  Resultat  dieses  Verfahrens  durch  f  angedeutet  wird,  für 
zwei  beliebige  Elemente  6'  und  d",  w^elche  auch  mit  einander  identisch  sein 
können,  ein  6'"  existiren,  welches  gleich:  f(ö',  6")  ist.     Ueberdies  soll: 

f(ö',  ö")  =  f(ö",  ö') 
f(ö',  \{6",  ö"'))=f(f(ö',  e"),  6") 

und  aber,  sobald  ö"  und  6'"  von  einander  verschieden  sind,  auch: 

f(ö',  6")  nicht  identisch  mit  f(ö',  6'") 

sein.  Dies  vorausgesetzt,  kann  die  mit  f(ö',  0")  angedeutete  Operation  durch 
die  Multiplikation  der  Elemente  0'  6"  ersetzt  werden,  wenn  man  dabei  an 
Stelle  der  vollkommenen  Gleichheit  eine  blosse  Aequivalenz  einführt.*)  Macht 
mau  von  dem  üblichen  Aequivalenzzeichen:  oo  Gebrauch,  so  wird  hiernach 
die  Aequivalenz: 

0'  ■  6"  coe"' 


*)  Anstatt  der  Multiplikation  kann  auch  die  Addition  gebraucht  werden,  welcher 
Gauss  hei  Einführung  einer  Symbolik  für  die  Compositiou  der  quadratischen  Formen  aus 
leicht  erkennbaren  Gründen  den  Vorzug  gegeben  hat. 

35* 
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durch  die  Gleichung: 

f(ö',  e")  =  ö"' 
definirt.  — 

Da  die  Anzahl  der  Elemente  6,  welche  mit  n  bezeichnet  werden  möge, 
als  endlich  vorausgesetzt  ist,  so  haben  dieselben  folgende  Eigenschaften: 

I.  Unter  den  verschiedenen  Potenzen  eines  Elementes  ö  giebt  es 
stets  solche,  die  der  Einheit  äquivalent  sind.  Die  Exponenten 
aller  dieser  Potenzen  sind  ganze  Vielfache  eines  derselben,  zu 
welchem  —  wie  ich  mich  -ausdrücken  werde  —  das  betreffende  $ 
geliört. 

II.  Gehört  irgend  ein  6  zum  Exponenten  v,  so  gehören  auch  zu 
jedem  Theiler  von  v  gewisse  Elemente  6. 

III.  Wenn  die  beiden  Exponenten  q  und  a,  zu  denen  resp.  die  Ele- 
mente ö'  und  6"  gehören,  relative  Primzahlen  sind,  so  gehört 
das  Produkt  6' ■  6"  zum  Exponenten  qg . 

IV.  Ist  i?j  die  kleinste  Zahl,  welche  die  sämmtlichen  Exponenten 
als  Theiler  enthält,  zu  denen  die  n  Elemente  6  gehören,  so 
giebt  es  auch  Elemente,  welche  zu  n^  selbst  gehören.  Denn, 
wenn  w^  in  seine  Primfaktoren  zerlegt  gleich:  p"  q^ r'' •  •  •  ist, 
so  giebt  es  nach  IL  Elemente  B',  die  zu  p",  ferner  Elemente  6", 
die  zu  q^,  Elemente  6'",  die  zu  r^  etc.  gehören,  und  das  Pro- 
dukt: 6' ■e"-e"' ■  ■  ■  gehört  alsdann  nach  III.  zu:  p" ■  q^ •  r^  •  •  ■ 
d.  h.  zu  n^. 

Der  hier  mit  n^  bezeichnete  Exponent  ist  der  grösste  von  allen,  zu 
denen  die  verschiedenen  Elemente  ö  gehören;  zugleich  ist  n^  ein  ganzes  Viel- 
fache von  jedem  dieser  Exponenten  und  es  findet  demnach  für  jedes  be- 
liebige ö  die  Aequivalenz; 

ö'''f^Jl 

statt. 
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Gehört  $^  zum  Exponenten  «j,  so  lässt  sich  der  Begriff  der  Aequi- 
valenz  dahin  erweitern,  dass  zwei  Elemente  6'  und  6"  als  „relativ  äquivalent" 
angesehen  werden,  wenn  für  irgend  eine  ganze  Zahl  k: 

ist.  Das  Aequivalenzzeichen  ro  bleibt  hier,  wie  im  Folgenden,  für  den 
•  früheren  engeren  Begriff  der  Aequivalenz  reservirt.  Sondert  man  nun  aus 
sämmtlichen  Elementen  6  ein  vollständiges  System  solcher  aus,  die  unter- 
einander nicht  relativ  äquivalent  sind,  so  genügt  dasselbe  den  für  das  System 
sämmtUcher  Elemente  ö  oben  aufgestellten  Bedingungen  und  besitzt  daher 
auch  alle  daraus  abgeleiteten  Eigenschaften.  Es  existirt  also  namentlich  eine 
der  Zahl  n^  entsprechende  Zahl  n^,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  die  w^"  Po- 
tenz eines  jeden  ö  relativ  äquivalent  Eins  ist,  und  es  existiren  ferner  Ele- 
mente B  ,  für  welche  keine  niedrigere  als  die  n^  Potenz  der  Einheit  relativ 
äquivalent  wird.  Da  für  jedes  Element  ö  die  Aequivalenz :  ö"'  oo  1  stattfindet 
und  also  a  fortiori  ö"'  auch  relativ  äquivalent  Eins  ist,  so  muss  nach  I.  die 
Zahl  «j  ein  Vielfaches  von  n.^  sein.     Ist  nun 

-  '  n 

und  erhebt  man  die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  zur  Potenz:  ~- ,  so  erhält 
man,  wenn   —  =  m  gesetzt  wird,  die  Aequivalenz: 

e;'"'  fNJ  1 , 

aus  welcher,  da  6^  zum  Exponenten  n^  gehört,  unmittelbar  folgt,  dass  m 
ganz  und  also  k  ein  Vielfaches  von  n^  sein  muss.  Es  giebt  demnach  ein 
Element  e.^,  definirt  diirch  die  Aequivalenz: 

öj  •  ö"  CO  e^^ , 

dessen  «/^  Potenz  nicht  blos  relativ,  d.  h.  im  weiteren  Sinne,  sondern  auch 
im  engeren  Sinne  der  Einheit  äquivalent  ist  und  welches  (im  zwiefachen 
Sinne  des  Wortes)  zum  Exponenten  n^  gehört. 
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Indem  man  nunmehr  je  zwei  Elemente  0',  0"  als  relativ  äquivalent 
ansieht,  für  welche: 

ist,  gelangt  man  zu  einem  dem  Elemente  ö^  entsprechenden  6^,  welches  zum 
Exponenten  n^,  einem  Theiler  von  'i^^,  gehört  u.  s.  f.  und  man  erhält  auf 
diese  Weise  ein  „Fundamentalsystem"  von  Elementen:  öj,  ö^.  Ö3,  . . .,  welches 
die  Eigenschaft  hat,  dass  der  Ausdruck: 

0^0^03'-  ••  (/,.  =  I,2,3,...n.) 

im  Sinne  der  Aequivalenz  sämmtliche  Elemente  6  und  zwar  jedes  nur 
ein  Mal  darstellt.  Dabei  sind  die  Zahlen  n^,  n,,,  n^,  .  .  .,  zu  denen  resp. 
Ol,  6.,,  Ö3,  ...  gehören,  so  beschaffen,  dass  jede  derselben  durch  jede  folgende 
theilbar  ist,  das  Produkt:  n^n^n^---  ist  gleich  der  mit  n  bezeichneten  Anzahl 
sämmtlicher  Elemente  6,  und  diese  Zahl  n  enthält  demnach  keine  anderen 
Primfactoren  als  diejenigen,  welche  auch  in  n^  enthalten  sind. 

Wenn  man  unter  den  Elementen  6  ein  System  von  nicht  äquivalenten 
idealen  Zahlen  oder  ein  System  von  nicht  äquivalenten  zusammensetzbaren 
arithmetischen  Formen  versteht,  so  fällt  die  hier  entwickelte  Darstellung 
sämmtlicher  Elemente  ö  durch  ein  Product  von  Potenzen  ausgewählter  Ele- 
mente öl,  öo,  Ö3,  ...  vollständig  mit  derjenigen  zusammen,  welche  sich  in 
der  oben  erwähnten  Abhandlung  des  Hrn.  Schering  angegeben  findet. 


Wenn 

g(:r)  =  0     und      9{x)  =  0 

irreductible  gauzzahlige  Gleichungen  der  Grade  in  und  {j  bedeuten,  von  denen 
die  erstere  unter  Adjunction  einer  Wurzel  der  letzteren  reductibel  wird,  so 
lassen  sich  die  m  Wurzeln  der  Gleichung  ^(x)  =  0  in  (<  Gruppen  sondern, 
deren  jede  einer  der  f«  Wurzeln  von  '/»(.t)  =  0  entspricht.  Bezeichnet  man 
demgemäss  (m  =  ftm  gesetzt)  mit: 
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CO^^   j  (A  =  l,  2,  .../<;  i  =  1,2,  ...m) 

die  um  Wurzeln  von  %(a)  =  0  und  mit: 

die  Wurzeln  von  (&(j;)  =  0,  so  ist,  insofern  der  Coefficient  von  x^  in  ^(a;) 
und  der  Coefficient  von  a;''  in  (D(;j:)  gleich  Eins  vorausgesetzt  wird: 

nnix  -  CO  ,)  =  5  (x) ,         n{x  -  p j  =  i>  {x) 

h    k  h 

und  ferner: 

k 

wo  die  Coefficienten  der  mit  F  bezeichneten  ganzen  Function  «i'*°  Grades 
von  X  rationale  Functionen  von  q^  sind,  und  die  Buchstaben  /*,  h  wie  überall 
im  Folgenden  resp.  die  Werthe:  \,2,  . . .  w  iind  1,  2,  . . .  m  annehmen.  Ferner 
ist  Q^  eine  rationale  Function  von  &»,  ^.  und  zwar  so,  dass  eine  und  dieselbe 
Gleichung: 

für  alle  Werthe  von  k  besteht.  Dies  vorausgeschickt  lässt  sich  eine  Theorie 
ganzer  complexer  in  o  rationaler  Zahlen  /'(o)  aufstellen,  unter  welchen  auch 
die  in  q  und  also  auch  in  m  rationalen  Coefficienten  von  F{x)  enthalten  sind. 
Alsdann  sind  auch  die  Partialnormen: 

ganze  complexe  Zahlen  f{(o),  und  man  kann  demgemäss  aus  irgend  einem 
System  nicht  äqiiivalenter  idealer  Zahlen  /"(oj)  diejenigen  aussondern,  welche 
Partialnormen  der  bezeichneten  Art  äquivalent  sind.  Diese  mögen,  da  die 
Partialnormen  wirklicher  Zahlen  f{x)  rational  in  q  sind,  mit  9(9)  und  die 
nach  den  Bestimmungen  des  §  1  ausgewählten  fundamentalen  mit: 

9'i(9)?    9^2(9);    9,(9)5     ••• 
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bezeichnet  werden;  auch  möge  in  dem  dort  erläuterten  Sinne  des  Wortes 
(p    zum  Exponenten  v  ,  9    zum  Exponenten  v^  u.  s.  f.  gehören. 

Erweitert  mau  den  Begriff  der  Aequivalenz  für  die  idealen  Zahlen 
in  o  dahin,  dass  f  (cj)  und  f  (ai)  als  „relativ  äquivalent"  angesehen  werden, 
wenn  im  engeren  Sinne  die  Aequivalenz: 

r(ö)fNJ  «?(())• /■'(«) 

stattfindet,  so  existirt  nach  dem  Inhalte  des  §  1  auch  ein  System  fundamen- 
taler idealer  Zahlen: 

/",(«),    /",(«),    /■3H,    ••., 

welche  im  Sinne  der  relativen  Aequivalenz  resp.  zu  den  Exponenten 
Wj,  n^,  W3,  . . .  gehören.  Hiernach  sind  die  sämmtlichen  im  ursprünglichen 
engeren  Sinne  des  Wortes  unter  einander  nicht  äquivalenten  Zahlen  f\co)  in 
dem  Ausdrucke: 

^j  (9)"'  •  /"j  («)"'  •  ^2  (p)"'  •  f,  ^'^T'  •  'P3  (9)"'  •  /'s  («r  •  •  • 

enthalten,  wenn  man  darin  den  Exponenten  a,  a  der  Reihe  nach  die  Werthe: 

aj  =  l,  2,  ...v^       ;     «2=1,2,...!/.^      ;         etc. 
«1  =  1,2, «1;    «2  =  1,2, w,;        etc. 

beilegt.     Die  Klassenzahl  für  die  complexen  Zahlen  f{cj)  ist  also,  wenn: 
n  =  «j  •  w„  •  Mg  •  •  • ,        v  =  Vj  •  i'j  •  Vg  •  •  • 

gesetzt  wird,  genau  gleich  n  ■  v,  und  jeder  dieser  beiden  Factoreu  n  und  v 
hat  auch  für  sich  die  Bedeutung  einer  Klassenzahl. 

Nach  der  obigen  Definition  der  Zahlen  «35(9)  ist  jede  derselben  der 
Partialnorm  einer  Zahl  f(c>)  äquivalent,  und  es  sei  demgemäss: 
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Auf  Grund  der  festgesetzten  Bedeutung  von  n^  muss  andrerseits  eine  ideale 
Zahl  9(9)  esistiren,  für  welche 

/'K,/'^9'(9,) 
ist  und  also,  wenn  auf  beiden  Seiten  die  Partialnorm  gebildet  wird: 

Ist  nun  T  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  m  und  v^  und  erhebt  man 
die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  der  Aequivalenz  zur  Potenz :  — ,  so  wird 
die  rechte  Seite  der  Einheit  äquivalent,  weil  der  Exponent:  —  -  ein  ganzes 
Vielfache  von  v^  ist.  Es  muss  demnach  auch  die  linke  Seite  der  Einheit 
äquivalent,  also  auch:  — '-   ein  Vielfaches  von  v^  d.  h. 

Jij     durch     T  theilbar 

sein.  Da  ferner  nach  Inhalt  des  §  1  die  Zahl  v  keine  andern  Primfactoren 
enthält  als  v^,  so  muss  die  Zahl  «^  und  folglich  auch  die  durch  n^  theilbare 
Zahl  n  jeden  Primfactor  enthalten,  welcher  den  beiden  Zahlen  m  und  v  ge- 
meinsam ist.  Die  hiermit  erlangten  Sätze  lassen  sich  folgendermassen  aus- 
sprechen: 

Es  sei  Q  Wurzel  einer  irreductibeln  Gleichung  wj'™  Grades, 
deren  Coefficienten  ganze  complexe  Zahlen  90  (p)  sind,  wobei  der 
Ausdruck  „irreductibel"  also  im  Sinne  eben  dieser  complexen  Zahlen 
zu  verstehen  ist.  Alsdann  ist  die  Klassenzahl  für  complexe  Zahlen  /"(o), 
welche  die  Zahlen  q){Q)  mit  in  sich  begreifen,  ein  Product  zweier 
Factoren,  von  denen  der  eine  die  Klassenzahl  für  die  Zahlen  ^(p) 
bedeutet.  Jeder  in  diesem  Factor  enthaltene  Primtheiler  von  w  ist 
auch  in  dem  andern  Factor  enthalten.  Wenn  es  ferner  ideale  (nicht 
wirkliche)  Zahlen  g)(Q)  giebt,  deren  w'°  Potenz  wirklich  ist,  so  giebt 
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es  auch  unter  denjenigen  idealen  Zahlen  f{oi),  welche  keiner  Zahl 
q)(Q)  äquivalent  sind,  solche,  deren  w'°  Potenz  einer  Klasse  der 
Zahlen  9(0)  angehört.  Ist  endlich  d  irgend  ein  Divisor  von  in,  für 
welchen  eine  ideale  Zahl  9  (p)  zvir  rf'™  Potenz  erhoben  wirklich 
wird,  ohne  dass  dies  schon  für  eine  niedrigere  Potenz  der  Fall 
wäre,  so  giebt  es  auch  ideale  Zahlen  f{ci),  die  so  beschaffen  sind, 
dass  die  r?''  Potenz  derselben,  aber  keine  niedrigere,  einer  der  idealen 
Zalüen  9(0)  äquivalent  wird. 

Die  angegebenen  Sätze  lassen  sich  unmittelbar  auf  die  aus  Wurzeln 
der  Einheit  gebildeten  complexen  Zahlen  anwenden,  wenn  man  für  oj  eine 
primitive  Wurzel  der  Gleichung  x^  =  1  und  für  q  eine  der  Perioden  nimmt, 
welche  aus  den  Wurzeln  dieser  Gleichung  gebildet  werden  können.  Die 
Gliederzahl  der  Perioden  ist  alsdann  gleich  dem  oben  mit  m  bezeichneten 
Grade  einer  irreductibeln  Gleichung,  deren  Wurzeln  gewisse  Potenzen  von  co, 
deren  Coefficienten  aber  rationale  Functionen  einer  Periode  q  sind,  und  der 
Fall  des  im  Eingang  erwähnten  Kummer'' BQh%n  Satzes  tritt  ein,  wenn  für  X 
eine  Primzahl  und  m  =  2  angrenommen  wird. 
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ZUE  ALGEBEAISCHEN  THEOEIE  DEE  QUADEATISCHEN  FOEMEN. 

[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  2-i.  Juni  1872.] 


Das  Problem,  eine  positive  quadratische  Form  von  möglichst  grosser 
Determinante  zu  bestimmen,  die  für  (n  +  1)  gegebene  Werthsysteme  der 
n  Variabein  gewisse  vorgeschriebene  Werthe  annimmt,  führt  auf  eine  sehr 
einfache  Behandlimg  jener  „Aufgabe  des  Maximum",  dessen  vollständige 
Lösung  Hr.  Borchardt  im  Jalire  1866  unserer  Akademie  mitgetheilt  und  in 
den  Abhandlungen  desselben  Jahres  veröffentlicht  hat*).  Für  den  Fall  n  =  3, 
welchem  die  vorliegende  Notiz  gewidmet  ist,  erhält  man  hierdurch  einerseits 
das  den  grössten  Raum  einschliessende  Tetraeder  von  gegelienen  Seitenflächen 
lind  andrerseits  dasjenige  von  einem  bestimmten  Mittelpunkt  aus  einem  ge- 
gebenen Tetraeder  umschriebene  EUipsoid,  welches  das  kleinste  Volumen  hat. 

§  1- 
Das  aufgestellte  algebraische  Problem  lässt  sich  durch  Transformation 
der  Variabein  unmittelbar  auf  den  Fall  reduciren,  wo  die  Werthe  einer  posi- 
tiven ternären  quadratischen  Form  f{ic^,  x.^,  x^)  für  die  vier  Werthsysteme 

a^j  =  1 ,  Xj  ^  0 ,  :Cj  =  0 ,  ^j  =  1 
x^  =  0,  x^  =  1 ,  x,='0,  x^  =  1 
^3  =  0,    ^3  =  0,    ^3=1,    ^3  =  1 

')  C.  W.  Borchardt,  Ueber  die  Aufgabe  des  Maximvun,  welche  der  Bestimmung  des  Tetraeders 
Yon  grösstem  Volumen  bei  gegebenem  Flächeninhalt  der  Seitenflächen  für  mehr  als  drei  Dimensionen 
entspricht.  Math.  Abhandlungen  der  Berl.  Akademie  v.  J.  1866.  S.  1-21  —  155.  C.  W.  Borchardt,  gesammelte 
Werke.    S.  201  —  282.    Vgl.  auch  die  frühere  Abhandlung,  Borchardt's  Werke  S.  179—200.  H. 
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resp.  mit  f\,  f\,  f\,  f\  gegeben  sind.  Dabei  kann  angenommen  werden, 
dass  f\  grösser  sei  als  die  drei  anderen  Pormenwerthe,  und  es  findet  noth- 
wendig  für  die  positiven  Werthe  der  Grössen  /'  die  Ungleichheitsliedingung 

statt;  denn  in  einer  positiven  Form 

(f)  flK  +  fl<  +  f>l  +  Sc.s/'/s^^^a  +  2Si/"o/"i^a^'i  +  ^'JJ,^,^, 

sind  die  Coefficienten  c  absolut  genommen  kleiner  als  Eins  und  daher 

ft-\-fl  +  fl  +  ^^J.f,  +  2^31/;/;  +  2^:2/;/;. 

d.  h.  fl  kleiner  als  das  Quadrat  von  /i  +  /g  +  ^ .  —  Es  lässt  sich  nun  eine 
jede  solche,  d.  h.  überhaupt  jede  ternäre  positive  Form  abgesehen  von  einem 
Factor  auf  folgende  Gestalt  bringen: 

in  welcher  die  Coefficienten  v  und  iv  reell  und  den  Bedingungen 

2  2  2  2  /'S      ,-2      /»u      /«ä 

«1  —  ^'i  :  «^2  —  ^2  :  ^3  —  ^^3 :  ^4  -  '''4  -'f,-1,--h-h 
^'l  +  ^'2  +  ^'3  +  ^'4  =  1  i  «'1  +  '"2  +  «'s  =  "^ 

unterworfen  sind.  Dass  in  der  That  reelle  Werthe  v^ ,  v^,  v^,  i\  existiren, 
welche  diese  Relationen  erfüllen,  ist  leicht  zu  sehen;  denn  wenn  man 


1 -21.,  =  1/1  +  40.;- ig  ^-i, 

'4 


setzt,   die  Quadratwurzel   positiv   genommen,   so   resultirt  durch  Summation 
der  drei  Ausdrücke  für  i  =  \,  2,  3  die  Gleichung 
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1  +  2i',  =2y  1  +  4(r;-  vA  0=1,2, 8) 

welche  einen  reellen  Wertli  von  v^  bestimmt.  Wenn  nämlich  v^  gleich  Null 
oder  positiv  imendlich  ist,  so  wird  die  linke  Seite  kleiner  als  die  rechte, 
während,  je  nachdem  f^  +  f^  +  fg  grösser  oder  kleiner  als  f^  ist,  unmittel- 
bar vor  oder  hinter  v^  =  1  die  linke  Seite  den  grösseren  Werth  hat.  Da 
überdies  beide  Seiten  der  Gleichling  für  das  ganze  Intervall  von  v^  =  0 
bis  v^  =  oo  stetig  bleiben,  so  giebt  es  einen  —  und  zwar,  wie  aus  der  fol- 
genden Entwickelung  hervorgehen  wird,  nur  einen  —  der  Gleichung  genü- 
genden positiven  Werth  von  v^,  welcher  je  nach  den  beiden  unterschiedenen 
Fällen  unter  oder  über  Eins  liegt.  Diese  beiden  Fälle  können  resp.  durch 
6  =  +  l  und  f=  — 1  charakterisirt  werden,  wenn  dies  Zeichen  durch  die 
Ungleichheit 

e{f!  +  f:!  +  f'-O>0 

definirt  wird.  Die  Form  (F)  ist  ebenso  wie  v^,  v^,  v^  gleichzeitig  mit  e 
positiv  oder  negativ,  die  Summe  v^-{-  v^-}-  v^  ist  stets  kleiner  als  Eins,  weil 
■i\  positiv  ist. 

Es  soll  nunmehr  gezeigt  werden,  dass  die  Determinante  einer  Form  eF 
mit  Beibehaltung  der  Coefficienten  v^,  v^,  v^  immer  noch  zu  verkleinern 
ist,  so  lange  als  die  Coefficienten  iv^,  w^,  w^  nicht  sämmtlich  gleich  Null 
sind.  Zu  diesem  Behufe  denke  man  sich  die  zwei  in  dem  Ausdruck  (F)  ent- 
haltenen Aggregate  von  je  drei  Gliedern  gleichzeitig  in  eine  Summe  von 
Quadraten  transformirt  und  auf  diese  Weise  folgende  Gleichungen  entstanden: 

/  2     1  2     I  2s  2,2,2 

siv^x^  +  v^x^  +  i\^x^)  =  y,-\r  y,  +  2/3 
s{to\x^x^  +  ««',^3^1  +  «3^1^-2)  =l\yl+P2yl  +i'32/3 

Hierbei  sind  f^,  f^,  f^  resp.  die  Werthe  von  y^,  y^,  y^,  wenn  x^  =  x^^x^  =  l 
gesetzt  wird,  und  für  die  Grössen  p  und  t  bestehen  die  Kelationen 
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tl  +  il  +  ^l-'ih  +  ^.  +  v,), 

SO  dass  eine  Grösse  ^  existirt,  für  welche 

ist.     Die  Form  (F)  geht  nun  mit  e  multiplicirt  in  folgende  über: 
(G)  (1  +  i\)y:  +  (1  +  P,)yl  +  (1  +  P,)yl  -  eit.y,  +  t,y^  +  ^32/3)' > 

und  deren  Determinante 


+  Pi        i  +  Pi        1  +  z^. 

erreicht  für  i>  =  0 ,  d.  h.  also  für  j;^  =  2^^  =  i^s  =  0 »  wie  sich  ganz  direct 
zeigen  lässt,  ihren  grössten  Werth 

1  -  a{t;  +  tl  +  ^3)         oder        v^ . 

Zuvörderst  ist  nämlich  klar,  dass  das  Product  (1  +  i^J  (1  +  i^a)  (^  +  ä)  ^^^ 
Werth  Eins  nicht  übersteigen  kann;  denn  die  Summe  der  drei  Factoren  ist 
constant  gleich  3  und  mindestens  zwei  derselben  müssen  positive  Werthe 
haben,  damit  die  Form  (G)  positiv  sei.  Wird  dieses  Product  hiernach  gleich: 
1  —  q^  und 

-tl  +  i:  +  i!  =  s^,    ^1-^2  +  ^  =  ^2.    «r  +  '2-<3=s3 

gesetzt,  so  ist  die  Determinante  der  Form  (G)  für  £  =  —  1: 

und  der  Factor  von  jf  wird  niemals  negativ,  da  derselbe  auch  auf  die  Form 
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1«!  (tl  -  Kf  + 1^2(^3  -  t'f  +  i^si<  -  ttf 

gebracht  werden  kann,  und  von  den  drei  Grössen  s  entweder  eine  oder  keine 
negativ  ist.     Für  £  =  +  1  dagegen  wird  die  Determinante 

und  die  sämmtlichen  drei  auf  i\  folgenden  Glieder  sind  negativ,  da  0<i'^<l, 
ferner  1  +  p^  (ebenso  wie  1  +  p^,  1  +  p^  positiv  ist  und 

entweder    i\  ^  p.^  ^  0  ^  p^       oder      Pi^P^^^  -^  P^ 

vorausgesetzt  werden  kann.  Durch  diese  Ausdrücke  der  Determinante  tritt 
es  in  Evidenz,  dass  ihr  Maximalwerth  v^  ist  und  dass  derselbe  nur  für  jj  =  0 
d.  h.  also  für  J:>i  =  i>2  =  -Ps  =  ^  erreicht  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  zuvörderst, 
dass  —  wie  oben  behauptet  worden  —  jede  positive  ternäre  Form  sich  nur 
auf  eine  einzige  Weise  als  eine  Form  F  darstellen  lasst,  oder  dass  jeder  ge- 
gebenen bestimmten  Proportion: 

fl-fl-fl-fl 

nur  ein  einziges  Werthsystem  v^,  v^,  v^,  v^  entspricht.  Denn  andernfalls 
Hesse  sich  auch  eine  Form  von  grösster  Determinante  durch  zwei  Formen  F 
mit  verschiedeneu  Coeffieienten  v  und  also  mindestens  einmal  so  darstellen, 
dass  zwei  der  Coeffieienten  iv  von  Null  verschieden  sind.  Sodann  folgt,  dass 
unter  den  verschiedenen  ternären  positiven  Formen  bY ,  die  sich  nur  durch 
verschiedene  Coeffieienten  w  von  einander  unterscheiden,  diejenige  die  grösste 
Determinante  hat,  in  welcher  iv^  =  w^  =  ic^  =  0  ist,  d.  h.  die  Form 

dividirt  durch  r,  ist  die  gesuchte  Form  von  möglichst  grosser  Determinante, 
welche  für  die  gegebenen  Werthsysteme 

L.  Kronecker's  Werke  I.  37 
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JJj  =  1  ,  X^=0  ,  Xj  =  0  ,  •^,  =  1 
x^  =  0  ,  x,^=  l  ,  a;^  =  0  ,  ^2  =  1 
^3  =  ^' '       -^3  =  ö  '       ^3=1.       ^3=1 

resp.   die   Werthe    /'%  f^'''  /s^'  f*     annimmt,    wenn   die   Grössen    r,  v^,  v^,  v^ 
unter  Zuziehung  einer  Hilfsgrösse  v^  durch  die  Gleichungen 

V  — v^  =  rf\       Ev   =1  {»=1,2,3,4) 

und  im  Uebrigen  in  der  oben  näher  erörterten  Weise  bestimmt  werden.    Die 
Determinante  der  Form  ^  ist 


und  die  (schon  in  den  Bor chardf sehen  Untersuchungen  vorkommende)  ad- 
jungirte  Form,  dividirt  durch  die  Determinante: 

(*')  ^  +  5-  +  ^  +  ."^    (-^1  +  ^^  +  ^a)'  5 

der  Divisor  /•  ist  zugleich  mit  e  positiv  oder  negativ  und  wird  durch  eine 
Gleichung  bestimmt,  welche  in  irrationaler  Form  also  lautet: 

zV  1  —  4r/;^^  =  2  to=i.  2, 3. 4) , 

im  Wesentlichen  mit  derjenigen  übereinstimmend,  welche  die  Grundlage  der 
oben  citirten  Bor chardf sehen  Untersuchungen  bildet.  Für  f  =  +  1  sind  die 
Grössen  v  und  also  'P'  positiv,  folglich  auch  (&.  Für  6  =  —  1  sind  v^,v^,v^ 
negativ,  folglich  die  Form  —  <&  positiv. 

Abstrahirt  man  von  der  Angabe  eines  Formwerthes  für  x^  =  X2  =  x^==l , 
so  folgt  aus  der  entwickelten  Methode  fast  unmittelbar,  dass  die  Form 
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die  grösste  Determinante  hat.    Denn  denkt  man  sieh  dieser  Form  ein  Aggregat 

hinzugefügt  und  alsdann  beide  ternären  Formen  gleichzeitig  in  die  Summe 
von  Quadraten,  also  resp.  in: 

Vi  +  vi  +  Vi  >      Pi vi  +  V-.yl  +  PiVz 
transformirt,  wobei 

P,+P2+lh  =  0,      1+Pi>0,      l+p,>0,      l+p,>0 

ist,  so  wird  die  Determinante,  nämlich  das  Product 

offenbar  nur  dann  ein  Maximum,  wenn  i^i  =  i^ä  =  jPs  =  0  und  demnach  auch 
Wj  =  tv,  =  »Cj  =  0  ist.  — 

Uanz  ebenso  wie  bei  Weglassung  eines  Formwerthes  vereinfacht  sich 
das  Problem,  sobald  noch  ein  fünfter  Formwerth  hinzugegeben  wird,  d.  h. 
wenn  es  sich  darum  handelt,  in  einer  „Schaar"  von  Formen 

(1  —  X)<p(x^,  X,,  rTg)  +  ki>{x^,  X,,  a-g) 

diejenige  positive  Form  zu  bestimmen,  deren  Determinante  am  grössten  ist. 
Der  betreffende  Werth  von  A  ist  nämlich  einer  derjenigen  beiden  reellen 
Werthe,  für  welche  die  nach  X  genommene  Ableitung  der  Determinante  von 
9  +  A  {i'  —  qp)  verschwindet.  Dass  hierbei  alle  Bedingungen  der  Aufgabe 
erfüllt  werden,  ist  folgendermassen  darzuthun.  Denkt  man  sich  jede  Form 
der  Schaar  als  Aggregat  von  drei  Quadraten  dargestellt,  so  haben  diese  ihre 
bestimmten  drei  Vorzeichen  und  es  ist  also  jeder  Form  eine  gewisse  „Zeichen- 
combination"  eigenthümlich.  Die  ganze  Werthreihe  von  A  =  —  oo  bis  X  =  +  <x> 
wird  nun  durch  die  NuUwerthe  der  Determinante  in  vier  Intervalle  getheilt, 
denen   ebensoviel  „Abtheilungen"  der  Schaar  entsprechen.     Den  sämmtlichen 
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Formen  einer  und  derselben  Abtheilung  ist  eine  und  dieselbe  „Zeichencombi- 
nation"  eigen thümlich,  während  von  einer  Abtheilung  zur  andern  sich  eins 
der  drei  Zeichen  ändert.  Die  den  beiden  äusseren  Intervallen  entsprechenden 
Abtheilungen  enthalten  nur  „unbestimmte"  (indefinite)  Formen,  da  es  nach 
der  Voraussetzung  reelle  Werthe  der  Variabein  x  giebt,  wofür  <p  =  i',  also 
wofür  die  Form  t  —  9  gleich  Null  wird.  Die  Werthe  A  =  0  und  X=  1 
müssen  daher  einem  der  beiden  inneren  Intervalle  angehören,  weil  die  ent- 
sprechenden Formen  (p  und  tp  positive  und  bestimmte  sind,  und  in  demselben 
Intervalle  muss,  eben  weil  es  ein  inneres  und  die  Determinante  darin  positiv 
ist,  der  zu  deren  Maximal werth  gehörige  Werth  von  X  liegen. 


§  2. 
Für  die  oben  zuerst  erwähnte  geometrische  Anwendung  seien  1,  2,  3,  4 
die   vier  Eckpunkte   und    f^,  f^,  f^,  f^    die  absoluten  Inhalte   der   gegenüber- 
liegenden Flächen  eines  Tetraeders.  Die  vier  Ebenen  mögen  resp.  mit  I,  II,  III,  IV 
und  die  Cosinus  der  Winkel  ihrer  Normalen  mit 

C    .  (y,  Ä  =  l,2,  S,  4) 

gh 

bezeichnet  werden.  Für  das  grösste  Tetraeder  mit  den  gegebenen  Flächen- 
inhalten f^,  f^,  /g ,  f^  (oder  für  ein  diesem  ähnliches)  sind  die  Grössen 
^12'  <^23'  ^31  ^°  ^^  bestimmen,  dass  die  Form  (f)  im  §  1  positiv,  ihre  Deter- 
minante möglichst  gross  werde,  und  dass  sie  dabei  für  x^  =  x^=^  x^==\  den 
Werth  f^  erhalte,  da  die  Bedingung 

(A)  /;'+/■/  +  fl  -f-  2c JJ^  +  2c^JJ\  +  2c JJ^  =  /•; 

erfüllt  sein  muss.  Die  übrigen  drei  Cosinus  c^^,  c^j,  c,^  bestimmen  sich 
dann  durch  die  Bedingung 

(A')  U  +  <^v^U  +  ^13/3  +  <^J.  =  0 

und  deren  analoge. 
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Da  die  Summe  der  vier  oben  algebraisch  definirten  Grössen  v^,  v^,  v^,  v^ 
gleich  Eins  ist,  so  können  dieselben  als  die  auf  ein  beliebiges  Tetraeder 
1,  2,  3,  4  bezogenen  homogenen  Coordiaaten  eines  Punktes  5  angesehen 
werden,  d.  h.  es  giebt  einen  solchen  Punkt,  für  welchen  sich  die  Tetraeder- 
inhalte 

(1234) : (5234) : (1534) : (1254) : (1235) 


verhalten,  wenn  jene  mit  den  geeigneten  Vorzeichen  also  z.  B.  (1234)  und 
(5234)  mit  gleichem  oder  entgegengesetztem  Zeichen  genommen  werden,  je 
nachdem  die  Punkte  1  und  5  auf  einer  und  derselben  Seite  von  der  Ebene 
der  Punkte  2,  3,  4  liegen  oder  nicht.  Bedeuten  I,  11,  III,  IV  die  vier  resp. 
mit  I,  II,  III,  IV  parallelen  und  durch  die  Punkte  1,  2,  3,  4  gehenden 
Ebenen,  so  hat  der  Punkt  5  nach  §  1  (F*)  die  für  seine  Bestimmung  charakte- 
ristische Eigenschaft: 

(B)  (51)  •  (51)  =  (511)  •  (511)  =  (5 IE)  •  (5m)  =  (5 IV)  •  (5IV) , 

wo  unter  den  eingeklammerten  Ausdrücken,  wie  überall  im  Folgenden,  die 
Abstände  zu  verstehen  sind.  Für  einen  solchen  Punkt  5  sind,  wie  oben  alge- 
braisch gezeigt  worden,  die  Verhältnisse 

(1234) : (5234) : (1534) : (1254)  : (1235) 

einzig  und  allein  von  den  Verhältnissen  der  Dreiecksinhalte 

(234) : (134) : (124) : (123) 
oder 

abhängig,  sind  also  für  alle  Tetraeder,  bei  denen  diese  letzteren  Verhältnisse 
gewisse  gegebene  Werthe  haben,  constant.     Alle  diese  Tetraeder  mögen  mit 
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[1,2,3,4] 

und  alle  diejenigen  unter  einander  ähnlichen,  welche  das  (im  Verhältniss  zur 
Oberfläche)  grösste  Volumen  einschliessen,  mit 

[1°,  2°,  3',  4°J 

bezeichnet  werden.  —  Die  Auffindung  des  Punktes  5  für  irgend  eines  der 
Tetraeder  [1,  2,  3,  4]  ist  als  geometrische  Deutung  der  Auflösung  jener  im 
§  1  aufgestellten  Uleichung  anzusehen,  welche  die  Werthe  v^,  v^,  v^,  v^  aus 
den  Werthen  der  Verhältnisse 

bestimmt.  Ist  der  Punkt  5  für  irgend  ein  Tetraeder  [1,  2,  3,  4]  gefunden, 
so  resultireu  in  sehr  einfacher  Weise  die  Bestimmungsstücke  der  besonderen 
Tetraeder  [1°,  2°,  3°,  4°].  Aus  der  quadratischen  Form  ^  im  §  1  ergeben 
sich  nämlich  unmittelbar  die  Werthe  von  c^^,  c^^,  c^^  und  alsdann  aus  der 
Projectionsgleichung  (A')  die  übrigen  drei  Cosinus  c^^,  c^^,  Cg^.  Ferner  re- 
sultireu aus  der  adjungirten  Form  0'  im  §  1  die  Werthe  der  Kanten  und 
der  Cosinus  ihrer  Richtungsunterschiede,  sobald  nur  bemerkt  wird,  dass 

—  *       die  adjungirte  von      —  *' 
ist,  wenn  s  mit  demselben  Vorzeichen  wie  r  und  durch  die  Grleichung 

definirt  genommen  wird.  Führt  man  noch  anstatt  der  Grössen  v  ihre  reci- 
proken  Werthe  v'  ein,  so  erhält  man  auf  die  angedeutete  Weise  folgende 
Bestimmungen  für  ein  Tetraeder  [1° ,  2\  3° ,  4°  ] : 


^  '        ^  +  ^■     "/.  +  '-'*        "n+^i     "*  +  «'* 
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4s  ■  (b  h)   =  Vj.  —  1  ;         s  •  (^ik)   =  v.  +  j;^ 

Die  Indices  g,  h,  i,  k  sind  hier  den  Ecken  T,  2\  3',  4^  entsprechend  und 
c.j  mit  dem  Vorzeichen  von  —  ev^v^  zu  nehmen,  da 

ist;  endlich  sind  unter  (ik)  etc.  die  Entfernungen  der  eingeklammerten  Punkte 
zu  verstehen.  Der  Werth  von  s  unterscheidet  nur  die  ähnlichen  Tetraeder 
von  einander  und  ist  mit  4  multiplicirt  der  reciproke  Werth  des  für  alle 
vier  Tetraederebenen  constanten  Products  (5 1)  (5 1).  Die  angegebenen  Be- 
stimmungen zeigen,  dass  je  zwei  gegenüberliegende  Kanten  zu  einander  senk- 
recht sind,  dass  also  die  vier  Höhen  des  Tetraeders  sich  in  einem  Punkte 
schneiden  und  zwar  im  Punkte  5°,  da  derselbe  die  Bedingung  (B),  also  die 
folgende 

(B)  {l  5  )  (f  5')  =  (2  5){n  5°)  =  Cd  5  )  (Ilf  5°)  =  (4'  5  )  (IV'  5°) 

erfüllt.  Die  absoluten  Werthe  von  c^^  sind  demnach  die  Cosinus  der  Rich- 
tungsunterschiede der  Linien  (5°  i)  und  (5^  k)  und  zwar  so,  dass  die  von  5 
nach  i  und  k  gehenden  Linien  mit  einander  einen  stumpfen  oder  spitzen 
Winkel  bilden,  je  nachdem  £  =  +  1  oder  —1  ist;  in  dem  Tetraeder  [1^2' 3' 4] 
sind  daher  sowohl  die  Producte  je  zweier  der  drei  von  einer  Ecke  aus- 
gehenden Kanten  multiplicirt  mit  dem  Cosinus  ihrer  Richtungsunterschiede 
constant  als  auch  die  sämmtlichen  sechs  Producte  je  zweier  vom  Punkte  5' 
aus  nach  den  Ecken  ausgehenden  Linien  und  des  Cosinus  ihres  eingeschlos- 
senen Winkels.  Durch  die  letztere  Eigenschaft  allein  d.  h.  durch  die  Existenz 
eines  solchen  Punktes  5  ist  schon  —  bei  gegebenen  Seitenflächen -Inhalten 
—  sowohl  dasjenige  Tetraeder  völlig  bestimmt,  welches  das  grösste  Volumen 
hat,  als  auch  dasjenige,  dessen  Höhen  sich  in  einem  Punkte  treffen,  und 
zwar   so,    dass    sich    beide   als    identisch    erweisen.      Denn    nimmt    man    den 
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Punkt  5'  als  Mittelpunkt  eines  orthogonalen  Coordinatensystems,  so  muss 
der  Voraussetzung  gemäss  die  Relation 

^H^i  +  y.Vi  +  h^  =  ^*^A.  +  y,,yk  +  hh 

für  je  drei  Indices  h,  i,  k=  1,  2,  3,  4  d.  h.  für  je  drei  Tetraederecken  statt- 
haben. Diese  Relation  besagt  aber  auch,  dass  die  Linie  (5°  h)  gegen  die 
Kante  (ik)  senkrecht  gerichtet  ist  und  der  Punkt  5°  muss  demnach  auf  jeder 
der  vier  Höhen  liegen.  Da  für  einen  Höhenpunkt  5^  die  Gleichungen  (B°) 
bestehen,  so  ergeben  sich  daraus  für  dessen  homogene  Coordinaten  i\,  v^,  v^,  v^ 
die  Bestimmungen 

2  ä  2  2  /.2      ri      /.2       ,.2 

«^1  —  «'l    :  ^^2  -  ^2   =  ^3  -  ^3   =  ^4  —  ^    —fr-fi-fi-ti    . 

welche  die  Richtigkeit  jener  Behauptung  darthun.  Ein  Tetraeder,  dessen  vier 
Höhen  sich  in  einem  Punkte  treffen,  umschliesst  daher  ein  grösseres  Volumen, 
als  irgend  ein  anderes,  dessen  Seitenflächen  dieselben  Inhalte  haben,  und  um- 
gekehrt ist  das  grösste  Tetraeder  durch  die  Existenz  eines  Höhenpunktes 
vollkommen  deflnirt.  Endlich  resultirt  aus  der  vorhin  dargelegten  charakte- 
ristischen Eigenschaft  eines  Höhenpunktes  5  eine  einfache  und  anschauliche 
Construction  des  grössten  Tetraeders.     Da  nämlich 

(5T)  =  (5 1)  {v[  -  1)  ,         (5 II)  =  (5 II)  (i;,  -  1)      etc. 
4s(5°  1°)'  =  d;  -  1,        As{b  2  f  =  v'.^  —  l     etc. 

ist,  so  hat  man  nur  in  irgend  einem  Tetraeder  mit  den  gegebenen  Seiten- 
flächen den  Punkt  5  zu  bestimmen  und  alsdann  von  einem  beliebigen 
Punkte  5^  aus  in  vier  verschiedenen  Richtungen  vier  Strecken 

(5°1°),  (5  2°),  (5°  3^),  {bi), 

deren  Quadrate  den  Quotienten 

(51;      (5il)      (aiiT)      (5iv) 

(öl)'      (511)'      (5 III)  '      (5 IV) 


ZUR  ALGEBRAISCHEN  THEORIE  DER  QUADRATISCHEN  FORMEN.  297 

proportional  sind,  dergestalt  zu  nehmen,  dass  je  zwei  Strecken  multiplicirt 
mit  dem  Cosinus  ihres  Richtungsunterschiedes  stets  ein  und  dasselbe  Resultat 
ergeben.  Auf  diese  Weise  erhält  mau  die  vier  Eckpunkte  1,  2°,  3\  4°  eines 
Tetraeders,  dessen  Seitenflächen  denen  des  Tetraeders  [12  3  4]  proportional 
sind  und  welches  im  Verhältniss  zu  seiner  Oberfläche  das  grösste  Volumen 
umschliesst.*) 

Sucht  man  eine  analoge  geometrische  Interpretation  der  beiden  anderen 
algebraischen  Resultate,  die  Formen  von  grösster  Determinante  betreffend, 
für  welche  nur  drei  oder  aber  fünf  Formwerthe  gegeben  sind,  so  zeigt  sich, 
dass  man  im  ersteren  Falle  nur  die  dreifach  orthogonale  Ecke  als  diejenige 
erhält,  deren  Sinus  einen  Maximal werth  hat.  Für  den  andern  Fall  dagegen 
ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  Cosinus  dreier  Richtungsuuterschiede  c^j,  c^g,  Cgj, 
für  welche 

f"  +  /■/  +  fs  +  2^,,/;/-,  +  2c,,fJ,  +  2c,JJ\  =  f; 
f'  +  f.'  +  t;  +  2c^,i^^,  +  2cJ,\,  +  2c,^^^l  =  ff 

und  dabei  die  Determinante 


1, 

«12' 

«13 

('w 

1, 

«23 

Cl3> 

«23' 

1 

möglichst  gross   ist.     Man   erhält  hiernach   zwei   Tetraeder    [1,  2,  3,  4]    und 
[1',  2',  3',  4'],   deren  Ecken  4   und  4'   einander   congruent   sind,    und   deren 


*)  Zur  Vergleiehung  mit  den  Borchardt'schen  Bezeichnungen  und  zwar  namentlich 
mit  denjenigen,  welche  er  bei  der  Auseinandersetzung  in  Baltzer's  Determinanten-Werk 
(3.  Aufl.  p.  233  sqq.)  angewendet  hat,  bemerke  ich,  dass  die  obigen  Grössen  v'  den  von 
Hrn.  Borchardt  mit  v  bezeichneten  Grössen  proportional  sind.  Die  letzteren  gewinnen 
hierdurch  eine  einfache  geometrische  Bedeutung;  eine  jede  derselben  wird  nämlich  das 
Achtfache  einer  Tetraederhöhe  multiplicirt  mit  demjenigen  Theil,  welcher  nur  von  der 
Spitze  bis  zum  Höhenpunkt  reicht,  d.  h.  es  wird  z.  B.  die  Borchard fache  Grösse  v^  gleich: 
8  (II)  (15),  v.^  wird  gleich:  8(2n)(25)  etc. 

L.  Kronecker'a  Werke  I.  38 
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Seitenflächen  resp.  die  Inhalte  f^ ,  fl ,  f^ ,  f^  und  f ^ ,  f^ ,  f ^ ,  f^  halben.  Legt 
man  die  beiden  Tetraeder  mit  den  Ecken  4  und  4'  so  an  einander,  dass  die 
Kante  (14)  sich  in  derselben  Richtung  fortlaufend  in  die  Kante  (41')  fort- 
setzt etc.,  so  resultirt  ein  von  5  Ebenen,  9  Graden  und  7  Eckpunkten 
begrenztes  Polyeder,  dessen  Oberfläche  von  8  Dreiecken  mit  den  Flächen- 
inhalten f,  f^,  f,  f,  fj,  f^,  fjj,  f^  gebildet  wird,  und  welches,  diese  Flächen- 
grössen  als  gegeben  vorausgesetzt,  ein  möglichst  grosses  Volumen  hat.  Die 
Bestimmung  eines  solchen  Polyeders  erfolgt,  wie  oben  dargelegt  worden, 
mittels  einer  quadratischen  Gleichung,  dasselbe  ist  also  im  engeren  Sinne 
des  Wortes  geometrisch  construirbar. 


§  3. 
Es  seien  nunmehr  für  die  zweite  im  Eingang  erwähnte  geometrische 
Anwendung  1,  2,  3,  4  die  Eckpunkte  des  gegebenen  Tetraeders  und  der 
Punkt  0  der  Mittelpunkt  des  dem  Tetraeder  zu  umschreibenden  Ellipsoids. 
Ferner  seien  wie  oben  I,  II,  III,  IV  die  Tetraederebenen  und  I,  II,  III,  IV 
denselben  parallel  und  die  gegenüberliegenden  Ecken  enthaltend.  Dabei  sei 
der  Punkt  4  so  gewählt,  dass  der  absolute  Werth  des  Tetraederiuhalts  (0123) 
von  keinem  der  drei  übrigen  (0234),  (0134),  (0124)  an  Grösse  übertrofifen  wird. 
Nimmt  man  nun  den  Punkt  0  zum  Mittelpunkt  der  Coordinaten,  die  Axen 
in  den  Richtungen  der  Strecken  (Ol),  (02),  (03)  und  dabei  diese  Strecken 
selbst  als  Einheiten,  so  sind  die  drei  Coordinaten  irgend  eines  variabeln 
Punktes  p : 

(0p23)  (01p  3)  (012p) 

^     ,     (0123)  '  ^  (0123)  '        ''^  (0123)  ' 

die  Tetraederinhalte  mit  den  richtigen  Zeichen  genommen.  Die  Coordinaten 
des  Punktes  4  sind  also  gemäss  der  über  denselben  getrofi'enen  Bestimmung 
sämmtlich  absolut  kleiner  oder  gleich  Eins.  Die  Gleichung  eines  durch  die 
Punkte  1,  2,  3  gehenden  Ellipsoids  mit  dem  Mittelpunkt  0  ist 

und  das  Ellipsoid  hat  nach  den  obigen  algebraischen  Ausführungen  (cf.  p.  290 
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unten)  den  kleinsten  Inhalt,  wenn  die  drei  CoefBcienten  c  gleich  Null  sind 
d.  h.  wenn  die  Punkte  1,  2,  3  auf  einem  Systeme  conjugirter  Durchmesser 
liegen.  Soll  die  Oberfläche  des  EUipsoids  aber  noch  den  Punkt  4  enthalten, 
so  muss  überdies  die  Gleichung 

erfüllt  sein,  wenn  l  ,  ^^,  J^  die  Coordinaten  des  Punktes  4  bedeuten.  Setzt 
man 

so  ist  nach  der  obigen  algebraischen  Darlegimg 

(E)  v^  xl  +  V,  x;  +  v^xl  —  (v^  x^  +  v^  x,  +  fg  x^Y  =  r 

die  Gleichung  des  dem  Inhalte  nach  kleinsten  EUipsoids  mit  gegebenem 
Mittelpunkt  und  vier  gegebenen  Oberflächenpunkten.  Ebenso  ergiebt  sich  das 
kleinste  EUipsoid  mit  fünf  gegebenen  Oberflächenpunkten  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  irgend  ein  sechster  Punkt  dazu  (im  engeren  Sinne  des  Wortes) 
geometrisch  construirt  werden  kann.  Die  Lage  des  Mittelpunktes  0  muss 
stets  eme  derartige  sein,  dass  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  drei 
Coordinaten  ^  kleiner  als  Eins  ist;  andernfalls  lässt  sich  überhaupt  kein 
EUipsoid  dem  gegebenen  Tetraeder  umschreiben. 

Um  nun  auf  den  Fall,  wo  vier  Oberflächenpunkte  gegeben  sind,  noch 
näher  einzugehen,   seien 

U^,  Mj,   M3,   u^ 

homogene  Coordinaten  eines  variabeln  Punktes  p,  das  Tetraeder  [1,  2,  3,  4] 
als  Fundamental tetraeder  angenommen;  und  zwar  sollen  sich 

1  :  «j  :  Mg  :  «3  :  «^ 

verhalten  wie 

(1234)  :  (1)234)  :  (lp34)  :  {\2p4) :  (123p)  . 
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Die  vier  Grössen  v^,  v^,  v^,  v^  seien  die  Coordinaten  eines  Punktes  5,  welcher 
vermöge  der  Eelation  (F*)  im  §  1  durch  die  Proportionen 

bestimmt  wird,  wenn  man  die  dortigen  Grössen  f^,  f\,  f^,  f^  den  absoluten 
Werthen  der  vier  Coordinaten  u^^,  u^^,  u^^,  u^  des  Punktes  0  proportional 
setzt.     Der  Punkt  5  ist  demnach  durch  die  Bedingungen 

(5l)(5T)         (5  II)  (5  IT)         (5lII)(5in)         (5  IV)  (5  IV) 
(01)^  {Onf  (0111)2  (.01V.2 

charakterisirt. 

Wenn  nun  nach  diesen  Festsetzungen 

X.U.g  =  U^  U.^ U.  U^^  (■  =  !,  2,  3) 

genommen  wird,  so  lässt  sich  die  obige  Ellipsoidgleichung  (E)  in  den  homo- 
genen Coordinaten  u  einfach  darstellen.     Irgend  eine  beliebige  Gleichung 

2JZa.,x.x,  =  1  ft  i=i,2, 3) 

verwandelt  sich  nämlich,  wenn  die  Grössen  u.^  gemäss  den  Bedingungen 

^ii^lo  =  ^'o  (.  =  1,2.») 

bestimmt  werden,  in  folgende 

u  u 
(E")  u^.USa  ,  ~^-^  =  IJZu  u,  (p,/,=i,2,3,4ij,$/,), 

:/     ''  gO    hO  9     !' 

WO  die  Coefficienten  a  mit  dem  Index  4  durch  die  vier  Gleichungen 

Ea  ,  =  0  0?,  *=i,2, 3,4) 

9 

definirt    sind.      Die   Gleichung    (E')    stellt    offenbar    eine    dem    Fundamental- 
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tetraeder  umschriebene  Fläche  zweiten  Grades  dar,  deren  Mittelpunkt  die 
Coordinaten  u^^ ,  m^o  >  ^so »  ^m  ^^^'  ^^  ^^  '^^^^  Ableitungen  der  Differenz  der  zu 
beiden  Seiten  der  Gleichung  (E')  stehenden  Ausdrücke  für  u^^ti^^,  ti^  =  u.^^  etc. 
einen  und  denselben  Werth  + 1  erhalten.  Für  das  kleinste  Ellipsoid  (E) 
kommt  demgemäss 

u  u 

9     h     '  yO     /.O  ?    A 

WO  r  den  für  alle  vier  Indices  h  =  \,  2,  3,  4  constanten  Werth  des  Ver- 
hältnisses 

n    —  «*  (5  D  (5T) 

etc. 


2 

(51)  (51) 

oder           ,  „ 

(Ol)' 

,  und 

(Pl) 

(Ol) 

"i«~(ii)' 

(II) 

(Pll)  _  (OII)  _  (öH) 

(2  11)'  "^"         (211)'  ^         (211) 


ist,  unter  p  einen  Punkt  der  Oberfläche  des  EUipsoids  verstanden.  Wird  endlich 
(51)  =  «^       (5T)  =  /3;,    etc. 

"l"!  1  (5l)(i>I)^  2 

_  =  65,        oder        ^^7^-^  =  »,     etc. 
(Ol)         '  io\)\x\f        ' 

gesetzt,  so  gelangt  man  zu  der  einfachsten  Darstellung  des  kleinsten  EUipsoids 
in  homogenen  Coordinaten 

ZJ:(k   «.4-  ß   ß,)cO    a,  ^0  (j,A  =  l,2,  3,4;  s^A) 

d.  h.   des  kleinsten  unter  allen  denjenigen  Ellipsoiden,  welche  den  Punkt  0 
zum  Mittelpunkt  haben  und  deren  Oberfläche  die  Punkte  1,  2,  3,  4  enthält. 
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GEGENSEITIGEN  BEZIEHUNGEN. 

[Gelesen  iu  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  17.  Februar  1873.] 


L 
Die  Methode  von  Sturm  und  Sylvester. 

Sind 

f,  fi,  fi,  ■■■fr       und        g^,  (j^,  ...g^ 

ganze  Functionen  von  x  mit  reellen  Coefficienten ,  welche  durch  die  Glei- 
chungen 

(A)  f=gj^-f:^,  f^  =  gj_^-f^,  ...  f,._,^gj, 

mit  einander  verbunden  sind,  so  ergiebt  jene  fundamentale  von  Sturm  her- 
rührende und  von  Hrn.  Sylvester  verallgemeinerte  Deduction,  dass,  f^  als  con- 
stant  vorausgesetzt,  die  DifiFerenz  zwischen  der  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in 
den  beiden  Eeihen: 

/•(^i),     f.i^o,    /;(^i),     •••     /:.-i(^i)-     f. 
fi^,),     fMX     /;(^2)>     ■■•     f.-ii^2)>     f. 

gleich  ist  dem  Unterschiede  zwischen  der  Anzahl  der  Aus-  und  Eintritts- 
stellen,  welche  man  passirt,   indem  man  auf  der  a;-Axe  vom  Punkte  Xj  in 

L.  Kronecker'9  Werke  I.  *'" 
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der  Eichtung  wachsender  x  bis  zum  Punkte  x^  geht.*)  Als  Aus-  und  Ein- 
trittsstellen sind  dabei  die  Schnitti^unkte  der  ic-Axe  mit  der  Curve  y  =  f{x) 
zu  betrachten,  je  nachdem  man  aus  einem  Theile  der  Ebene  kommt,  in  wel- 
chem das  Product 

(!J-m)iy-fM) 

negativ  oder  positiv  ist,  d.  h.  wenn,  wie  von  jetzt  ab  geschehen  soll,  die 
Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  f{x)  und  f^{x)  positiv  vorausgesetzt 
werden,  „je  nachdem  man  aus  einem  von  den  beiden  Curven  y  =  f{x), 
y  =  f  (x)  umschlossenen  Theile  der  Ebene  herauskommt  oder  in  einen  solchen 
hineingeht".     Wird  nämlich  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  Reihe 

m,        f,{x),        f^ix),        ...        t\._^ix),        f^ 

für  irgend  einen  Werth  von  x  mit  '^(x)  bezeichnet,  so  bleibt  die  Zahl  '^{x) 
bei  allmählig  wachsendem  x  so  lange  ungeändert,  bis  ein  Werth  x  ==  $  er- 
reicht wird,  wofür  /"(!)  ==  0  ist;  denn  für  eine  Stelle,  wo 

f^(x)=0  (*=1,2,  ...,-1) 

ist,  haben  die  beiden  benachbarten  Functionen  /j_j(^)  und  /^.,  i(-i")  entgegen- 
gesetzte Zeichen,  sodass  sowohl  vorher  als  nachher  ein  und  nur  ein  Zeichen- 
wechsel zwischen  f^_^  und  f  stattfindet,  also  die  Zahl  '3l(x)  keinerlei  Ver- 
änderung erleidet.  Aber  an  einer  Stelle  a;  =  |,  wo  f(ß)  =0  ist,  geht  ein 
Zeichenwechsel  verloren  oder  es  kommt  ein  solcher  hinzu,  je  nachdem  das 
Product  fix) -fix)  unmittelbar  vorher  negativ  oder  positiv  war,  d.  h.  je 
nachdem  die  Stelle    x  =  i    als  Aus-  oder  Eintrittsstelle  anzusehen  ist.     Wird 


*)  Vgl.  meine  Notiz  „Sur  le  tlieoreme  de  Sturm".  Coinptes  rendus  1869.  I. 
pag.  1078  sqq.^)  und  Sylvester  „On  a  tlieory  of  the  syzygetic  relations  of  two  rational 
integral  functions  etc.".  Philosophical  Transactions.  Part  III  for  1853.  In  der  Section  IV 
der  Sylvester' sehen  Abhandlung  sind  unter  der  Ueberschrift  „theory  of  intercalations''  die 
obigen  Ausführungen  ihrem  materiellen  Inhalte  nach  schon  vollständig  enthalten;  nur  die 
geometrische  Deutung  fehlt,  durch  welche,  wie  mir  scheint,  der  Inhalt  gar  sehr  an  Ueber- 
sichtlichkeit  gewinnt. 

')  Band  I  S.  227 — 234  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneeker's  Werken.  H. 
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also  die  Anzahl  der  Aus-  und  Eintrittsstellen  zwischen  a;^  und  x^  resp.  mit 
2((a'j,  x^)  und  ©(a;^,  x^)  bezeichnet,  so  ist: 

Nimmt  man  x^  =  —  cx> ,  a?^  =  +  00  und  bezeichnet  den  Grad  von  f(x)  mit  n, 
den  von  /^  mit  «  —  »i^.  und  den  Coefficienten  von  rr"""*  in  /'^(.t)  mit  c  ,  so 
erhält  man  die  beiden  Eeihen 

c,    i-iy^c^,    (-l^c,,    ...    (-1)"'A, 

C ,  Cj  ,  Cj  ,      .  .  .  Cj  , 

und  ein  Zeichenwechsel  zwischen  dem  Ä;*°°  und  (A;  +  1)'°"  Gliede  in  der  einen 
Reihe  kann  nur  dann  in  der  andern  verloren  gehen,  wenn  n^  —  *^i._i  ungrade 
ist.  Bedeutet  nun  ^(c^c^.j)  die  Anzahl  der  positiven  und  9i(c^.c^._j)  die 
Anzahl  der  negativen  Producte  c,.Cj._j,  für  welche  ii^  —  itj^^  ungrade  ist, 
ferner  2t  und  6  resp.  die  Anzahl  der  Aus-  und  Eintrittsstellen  auf  der 
ganzen  a^-Axe,  so  wird 

(B)  5P(.,c,_,)-91(V,_,)  =  SI-(£ 

d.  h.  für  ein  grades  n  gleich  der  doppelten  Charakteristik  des  Systems  von 
Functionen 

{y,    f{x)  —  y,    f,{x)  —  y), 

wie  ich  schon  im  Monatsbericht  vom  März  1869  angegeben  habe').  —  Es  ver- 
dient hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  Annahme  x^  =  —  oo,  x^  = -\- oo 
keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  involvirt,  da  die  Differenz 

für  beliebige  Werthe  von  x^  und  x^  durch  die  Charakteristiken  von  zwei 
Functionensystemen 


')  S.  S.  184 — 185  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.    Für  ein  imgrades  n  vgl.  die  ein- 
fache Modification  Art.  VIII  dieser  Abhandlung  S.  346.  H. 
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{y,   f{x)  —  y,    \M-y) 

bestimmt  wird,  wo  einmal  \^{x)  für  alle  Werthe  x  =  ^  mit  denen  von 
(x  —  x)f{x),  das  andere  Mal  mit  denen  von  {x  —  x^f^{x)  übereinstimmend 
anzunehmen  ist. 

IL 
Die  Methode  von  Hermite  und  Jacobl. 

Es  soll  nunmehr  gezeigt  werden,  wie  das  angeführte  allgemeine  Re- 
sultat mittels  der  Hermite- JacoW sehen  Methode  herzuleiten  ist,  bei  deren  Be- 
nutzung man  sich  meines  Wissens  bisher  auf  den  einfachsten  Fall  beschränkt 
hat,  in  welchem  sämmtliche  Differenzen  n^  —  Wj_j  gleich  Eins  sind.*)  Den 
Ausgangspunkt  für  die  erwähnte  Methode  bildet  die  über  alle  Wurzeln  ^  der 
Gleichung  f{x)  =  0  erstreckte  Summe: 

(C)  >  — -. , 

unter  f'{x)  die  Ableitung  von  f(x)  verstanden.     Wird 

zur  Abkürzung  mit  s^  bezeichnet,  so  ist  (C)  identisch  mit  der  quadratischen 
Form 

(C)  2y^J,^+,.,  '  ('•,^•=1,^....«). 


*)  Durch  die  von  Hm.  BorcharcU  im  53.  Bande  seines  Journals  (pag.  281  sqq.) 
gegebenen  historischen  Mittheilungen  ^)  erscheinen  die  Namen  von  Hermite  und  Jacobi 
ebenso  unmittelbar  mit  der  hier  zu  entwickelnden  Methode  verknüpft,  wie  der  Name 
von  Sturm  mit  der  im  Art.  I  angewendeten  Deduction;  aber  der  Name  des  Hrn.  Syl- 
vester wäre  eigentlich  gleichmässig  bei  beiden  Methoden  zu  nennen,  da  er  beide  in  der 
citirten  Abhandlung  wesentlich  ausgebildet  und  verallgemeinert  hat. 

')  C.   W.  Borchardt,  gesammelte  Werke  S.  469—472.  H. 
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welche,  in  ein  Aggregat  von  Quadraten  verwandelt,  Sß  positive  und  9J  nega- 
tive Quadrate  enthalten  möge.  Da  nun  nach  der  oben  in  (B)  angewendeten 
Bezeichnung  21  und  ©  resp.  die  Anzahl  derjenigen  reellen  Werthe  |  bedeuten, 
wofür  f{x)-f^{x)  bei  x  =  ^  zunimmt  oder  abnimmt,  d.  h.  also  wofür  f^{i)-f'(i) 
positiv  oder  negativ  ist,  so  hat  man  wegen  der  ünveränderlichkeit  der  An- 
zahl der  positiven  und  negativen  Zeichen  bei  reeller  Transformation  eines 
Aggregats  von  Quadraten: 

sß  _  31  =  3[  _  g  . 

Die  lineare  Transformation,  mittels  welcher  die  quadratische  Form  (C)  in  ein 
Aggregat  von  Quadraten  verwandelt  wird,  kann  aber  schon  an  den  in  (C) 
enthaltenen  linearen  Ausdrücken 

vorgenommen  werden.  Es  sind  hiernach  irgend  welche  ganze,  reelle,  von 
einander  linear  unabhängige  Functionen  Ff.(x)  so  zu  bestimmen,  dass  bei  der 
Entwickelung  von 

die  Coefficienten  von  y.y^  für  ungleiche  Indices  i,  h  verschwinden,  dass  also, 
wenn  d.^  Null  oder  Eins  bedeutet,  je  nachdem  die  Indices  ungleich  oder 
gleich  sind, 

und  folglich  auch,  wie  hier  beiläufig  zu  bemerken  ist, 


(D")  2T''s^)^s^)-\,fs^)m 
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wird.*)  Alsdann  muss  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Grössen  S 
resp.  gleich  ^  nnd  9i  sein,  und  die  Eeihe  der  Grössen 

S^,    S^,    ...    Ä ^ 

kann,  wenn  auch  etwas  abweichend  von  der  bisher  üblichen  Ausdrucksweise, 
insofern  als  eine 

„Sfurm' sehe  oder  Sylvester'' sehe  Eeihe  für  die  Functionen  f{x)  und  f^{xy' 

bezeichnet  werden**),  da  ^  —  9'J  =  Sl  —  (S  ist,  d.  h.  da  die  Differenz  zwischen 
der  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Werthe  von  S^  für  ein  grades  n 
gleich  ist  der  doppelten  Charakteristik  des  Functionen-Systems 

(y,  fi.^)  —  y,  fM)  —  y) 

oder  also  gleich  der  Differenz  zwischen  der  Anzahl  derjenigen  Nullpunkte 
von  f{x),  wo  die  a;-Axe  aus  einem  von  den  Curven  y  =  f{x)  und  y  =  f^{x) 
umschlossenen  Theile  der  Ebene  austritt,  und  zwischen  der  Anzahl  der- 
jenigen, wo  die  Axe  in  einen  der  bezeichneten  Ebenen- Theile  eintritt').  Die 
hier  angegebene  Modification  der  Hermife-JacobP sehen  Methode,  bei  der  die 
Bildung  von  Sturm' sehen  Reihen 

Si,    s^,    ...    S^ 
auf  die  von  Systemen  gewisser  erzeugender  Functionen 
F^{x),     F,_{x),    ...    F^{x)    . 


*)  Wird  i^,(b/,)  dividirt  durcli  die  Quadratwurzel  aus  S./'^(|^)/"(|^)  gleich  c,_.  ge- 
setzt, so  werden  durch  die  Gleichungen  (D')  die  n^  Grössen  c,^.  als  die  Coefficienten  einer 
orthogonalen  Substitution  definirt  und  genügen  als  solche  auch  gewissen  analogen  Glei- 
chungen, die  aus  den  definireuden  durch  Vertauschung  der  beiden  Indices  entstehen  und 
oben  in  (D")  ausgedrückt  sind. 

**)  Diese  Modification  der  bisherigen  Ausdrucksweise  empfiehlt  sich  namentlich, 
wie  sich  nachher  zeigen  wird,  für  die  Untersuchung  der  gegenseitigen  Beziehungen 
zwischen  den  verschiedenen  Sturm'schen  Reihen. 

')  Für  ein  ungrades  n  vgl.  Art.  VHI  dieser  Abhandlung  S.  34G.  H. 


UND  IHRE  GEGENSEITIGEN  BEZIEHUNGEN.  Qu 

zurückgeführt  wird,  erleichtert  die  Anwendung  derselben  in  dem  allgemeinen 
Falle,  wo   die  Nenner  q(x)  der  Kettenbruchsentwickelung  von   -'— -  von  be- 

liebigem  Grade  sind.*)  Es  spielen  dabei,  wie  ich  für  den  sogenannten  regu- 
lären Fall  linearer  Nenner  g^{x)  schon  an  dem  oben  angefükrten  Orte  dar- 
gelegt habe**),  die  Restfunctionen  f^{x)  eine  besondere  Eolle,  insofern  aus 
ihnen  ein  System  erzeugender  Functionen  F^(x)  in  einfacher  Weise  hergeleitet 
werden  kann.  Ehe  ich  aber  zu  der  betreffenden  Ausführung  übergehe,  habe 
ich  noch  eine  für  die  vollständige  Präcisirung  der  ,, Sturm'' sehen  Reihen" 
wesentliche  Bemerkung  hier  einzuschalten,  da  die  oben  gegebene  ebenso  wie 
die  sonst  übliche  Definition  an  einer  gewissen  Unbestimmtheit  leidet.  Diese 
Unbestimmtheit  kann,  wenn  man  zugleich  die  Allgemeinheit  des  Begriffs  der 
Sturm''schen  Reihen  bewahren  will,  nur  behoben  werden,  indem  man,  wie  ich 
es  in  allen  algebraischen  Arbeiten  und  Vorträgen  zu  thun  pflege,  gewisse 
Grössen 

9t,  9{',  m"... 

einführt  vmd  zu  Grunde  legt,  um  Alles,  was  im  Laufe  der  Untersuchung  als 
rational  anzusehen  ist,  ausdrücklich  als  „rationale  Function  der  Grössen 
9t,  9i',  9t",  ...  mit  ganzzahligen  Coefficienten"  bezeichnen  und  auf  diese 
Weise  deutlich  und  vollständig  charakterisiren  zu  können.***)  Dabei  darf 
übrigens  unbeschadet  der  Allgemeinheit  angenommen  werden,  dass  die 
Grössen    91    entweder    sämmtlich    von    einander    unabhängige    Veränderliche 


*)  iSchon  in  dem  Aufsatze  des  Hrn.  Sriosclü  „sur  les  series  qui  donnent  le 
nombi'e  de  racines  reelles  etc."  (Nouvelles  annales  de  mathematiques  185G)  findet  sieh 
pag.  278  b.  eine  kurze  Bemerkung,  die  vielleicht  als  ein  Hinweis  auf  die  Einführung  er- 
zeugender Functionen  F^{x)  aufzufassen  ist.  Hr.  JBrioschi  hat  in  dieser  Abhandlung  auch 
schon  eine  allgemeinere  erzeugende  quadratische  Form  für  Sturm'sche  Reihen  der  Unter- 
suchung zu  Grunde  gelegt,  ist  aber  nicht  darauf  eingegangen  zu  untersuchen,  inwiefern 
dieselbe  eine  unnöthige  Allgemeinheit  enthält  d.  h.  inwiefern  die  daraus  gebildeten  Sturm- 
schen  Reihen  mit  einander  identisch  werden. 

**)  Vgl.  auch    die  Note   des  Hrn.  Briosclii,  Comptes  rendus  1869.    I.    pag.  1318. 
***)  Vgl.  meine  Notiz  im  Monatsbericht  vom  Juni  1853'),  wo  die  Grössen  A,  B,G ... 
dieselbe  Rolle  spielen,  wie  oben  die  mit  9i  bezeichneten  Grössen. 

')  Ueber  die  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen.  Band  IV.  S.  1  dieser  Ausgabe  von 
L.  Kronecker' s  Werken.  H. 
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seien,  oder  dass  eine  einzige  irreductible  algebraische  Grleichung  zwischen 
ihnen  besteht;  jedoch  ist  alsdann  der  Fall  nicht  auszuschliessen,  wo  die 
Anzahl  der  Variabein  gleich  Null,  wo  also  entweder  gar  keine  oder 
nur  eine,  als  Wurzel  einer  irreductibeln  ganzzahligen  Gleichung  definirte 
Grösse  9t  vorhanden  ist.  In  der  That  kann  nämlich  einerseits  jede 
Grösse  9t,  welche  nicht  in  einer  algebraischen  Beziehung  zu  den  übrigen  steht, 
für  alle  algebraischen  Fragen  als  eine  neue  unabhängige  Variable  gelten; 
ferner  kann  andrerseits,  wenn  mehrere  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  9i 
bestehen,  die  Wurzel  der  vollständigen  Eesolvente  als  eine  neue  Grösse  91 
hinzugefügt  werden,  da  sie  ja  als  eine  rationale  Function  der  übrigen  mit 
ganzzahligen  Coefficienteu  anzunehmen  ist,  und  alsdann  können  wiederum 
alle  diejenigen  Grössen  9t  weggelassen  werden,  welche  durch  das  neu  hinzu- 
gefügte 9t  und  durch  die  übrigen  rational  ausdrückbar  sind.  Auf  diese  Weise 
gelangt  mau  also  von  einem  System  irgend  welcher,  durch  beliebige  Be- 
ziehungen mit  einander  verbundenen  Grössen  9t  zu  einem  specielleren  von  der 
vorhin  angegebenen  Beschaffenheit,  für  welches  im  vorliegenden  Falle  nur 
noch  die  Bedingung  hinzuzufügen  ist,  dass  die  Grössen  9t  sämmtlich  reell 
seien.  Dies  vorausgeschickt,  sind  die  Grössen  9t  irgend  wie  so  zu  wählen, 
dass  die  Coefficienteu  von  f(:i:)  und  f^(x)  rationale  Functionen  (mit  ganz- 
zahligen Coefficienteu)  von  9t,  9t',  9t"  .  .  .  werden;  hiernach  sind  die  er-  • 
zeugenden  Functionen  F^{x)  der  ÄMr»^'schen  Reihen  betreffs  ihrer  Coefficienteu 
eben  derselben  beschränkenden  Bedingung  zu  unterwerfen,  und  in  Folge 
dessen  werden  dann  auch  die  einzelneu  Glieder  der  Sturm 'sehen  Reihen  ratio- 
nale Functionen  der  Grössen  9t,  nämlich  die  Coefficienten  der  Quadrate, 
welche  bei  irgend  einer  Transformation  der  Hermite-JacoW sehen  Form  (C)  in 
ein  Aggregat  von  Quadraten  auftreten,  vorausgesetzt,  dass  die  Substitutions- 
coefficienten  rationale  Functionen  von  9t,  9t',  9t"  ...  sind. 

Bezeichnet  man  nun  mit  ^^  und  ip,,  resp.  die  Zähler  und  Nenner  der 
Näherungswerthe  für  den  aus   der  Entwickelung  von     -'—     hervorgehenden 

°  ^  fix)  ° 

Kettenbruch,  so  bestehen  die  Gleichungen 
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und  die  Grade  der  Functionen 

f.'  ^*'  ^..'        '^i 

sind  resp. 

Setzt  man  \^{x)  =  f^,i>^_^{x) ,  so  dass  nach  (E)  zwischen  \^{x)  und  f^{x)  die 
Relation 

f  (^) 

stattfindet,  so  hat  man  für  sämmtliche  aus  der  Entwickelung  von  - —  her- 
vorgehenden  ßestfunctionen  f^(a)  die  Gleichung 

(E")  _  ^^(x)  =  f^^l^^Jx) ,  (.=1,2,....) 

und  da  fj(|)  und  f^{^)  für  reelle  Werthe  von  |  stets  gleiches  Zeichen  haben, 
so  können  überall  im  Folgenden  die  Restfunctionen  f  (x)  d.  h.  also  die  mit 
f^  multiplicirten  Functionen  i>  an  die  Stelle  der  Restfunctionen  f^  treten. 

Werden  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  in  g  und  il>^ 
resp.  mit  a^  und  b,^  bezeichnet,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (A)  und  (E'), 
wenn  von  nun  an  c  =  1  gesetzt  wird, 

und  aus  der  Gleichung  (E) : 

(F')  fß).i.^ß)=fß) 

für  jede  Wurzel  |  der  Gleichung  f(x)  =  0.  Nach  den  ^w^er'schen  Formeln 
ist  daher 


fM) 


(f,    'x(^)^'® 


0      oder      h, 
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je  nachdem  die  positive  ganze  Zahl  p  kleiner  oder  gleich  n  —  n^_^  ist,  und 
also  ferner  für  i>k: 

(G')  >' ^^  =  0      oder      c.b.  ., 

je  nachdem  p  kleiner  oder  gleich  n.—  n^_^  ist.     Setzt  man  nun 

^  rmfm 

(I)     ^ 

so  ist  d{x)  eine  lineare  und  Z  eine  quadratische  homogene  Function  der 
n  Variabein  z^^,  und  es  ist  die  Anzahl  der  positiven  und  negativen  Zeichen 
zu  ermitteln,  welche  bei  der  Verwandlung  von  Z  in  ein  Aggregat  von  Qua- 
draten vorkommen. 

Da 

ist,  so  verschwinden  vermöge  der  Gleichungen  (G')  die  Coefficienten  von 
zi  z^^  in  Z,  sobald  i  von  k  verschieden,  und  die  Coefficienten  von  z,^^z^^,  so- 
bald r  +  s<«^— «j_j — 1  ist.  Die  Form  Z  enthält  hiernach  nur  Glieder 
^kr^h>>  ^^  denen 

ist,  und  wenn  die  mit  z^^  multiplicirte  lineare  Function  der  Variabein  s  mit 
z^^  bezeichnet  wird,  falls  s>i(w^ — %-i)  ist.^  so  kommt: 


k    i-1  *    • 
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WO  1=1,  2,  ...  V,  ferner  für  ungrade  Differenzen  w^— «t^i,  aber  nur  für 
solche, 

zu  nehmen  ist,  während  s  durch  die  Ungleichheit 

iK-«i-i)^s<"*  — «.-1 

bestimmt  wird.  Da  die  Gresammtanzahl  der  Variabein  s^.^,  z^^,  z'^^  genau 
gleich  n  ist,  so  müssen  dieselben  von  einander  linear  unabhängig  sein  und 
es  findet  sich  daher  Z  als  ein  Aggregat  von  Quadraten  der  n  linearen 
Functionen 


\i.hr±  Kr)  {i(n,-n,_,-l)lr<n,-.,_,) 


dargestellt,  wenn  für  »■  =  i(*'t~%-i — 1)  ^^^  Variable  z'^^' mit  z^^  identisch 
genommen  wird.  Die  Coefficienten  der  Quadrate  sind  +  1  und  zwar  über- 
einstimmend mit  dem  inneren  Zeichen  von    ^(^^r^Kr) '    sobald  z'^^  von   ^•^^ 

verschieden  ist,  aber  für    z,  =  z,      haben  sie  die  Werthe    —  .     Bezeichnet 

kr  kr  c^_^ 

man  also  wie  oben  im  Art.  I  die  Anzahl  der  positiven  und  der  negativen 
Werthe  der  Producta  c^c^._^,  für  welche  fh~^h-i  ungrade  ist,  resp.  mit 
^(Cj.c^_j)  und  ^l{Ci.c^_i),  so  zeigt  sich,  dass  in  der  That  der  Ueberschuss  der 
positiven  über  die  negativen  Quadrate  in  Z  gleich  '^{c^c,._^)  —  9Z(CjC^_j)  ist, 
und  es  ergiebt  sich  demnach  auch  mittels  der  Hermite-Jacobi'' sehen  Methode 
die  Gleichung  (B)  des  Art.  I: 

5ß(.,c,_;)-9i(c,c,_,)  =  2l-g, 
welche  dort  in  bekannter  und  directer  Weise  abgeleitet  worden  ist. 
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in. 

Die  Beziehungen  zwisclien  Sturm'sclien  Reihen. 

Werden  jene  n  linearen  Functionen  der  Variabein  z,  nämlich 

in  irgend  welcher  Reihenfolge  gleich  y^,  y^^,  ...  y^  gesetzt,  so  bilden  die 
n  Coefficienten  der  nach  den  Variabein  y  geordneten,  oben  mit  0  bezeichneten 
Function  von  x,  0jj,  s^^,  ... 

k      r 

ein  System  von  n  Functionen  F^{x),  welche  den  aufgestellten  Bedingungen 

genügen.  Bedeutet  Fl(x)  irgend  ein  anderes  System  solcher  Functionen,  so 
kann 

gesetzt  werden,  und  die  Coefficienten  C  sind  alsdann  rationale  Functionen 
der  Grössen  9^,  welche  nur  den  Bedingungen 

(H)  ^5;C/,..C?,  =  d,S;  (v,*=.,^,...") 

h 

unterworfen  sind,  so  dass  die  Transformation  der  quadratischen  Formen 

*  k 

in  einander  mittels  der  Substitution 
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(H*)  yi=2C.^yl  (.•,i=i,2,...„) 

k 

bewirkt  wird.  Eiae  solche  Transformation  lässt  sich  aber  in  der  all- 
gemeinsten Weise  aufstellen,  da  sich  jede  gegebene  Transformation  aus  ge- 
wissen „elementaren"  Transformationen  zusammensetzen  lässt*),  d.  h.  hier 
aus  solchen,  die  sich  nur  auf  ein  Quadrat  oder  auf  das  Aggregat  von  nur 
zivei  Quadraten  beziehen.     Da  nämlich  für  beliebige  Werthe  von  t 

(H')  pu'  -\-  qv'  =  p  u     -\-  q  V  ' 

wird,  wenn  man 

u'  =  u  -\-  qtv  ,         v'  =  V  —  ptic 

P  ,  3 

IJ  = :;        2  = 


setzt,  so  kann  bei  Anwendung  der  Transformation  (H)  auf  das  Aggregat 
8[ij^  +  -^2^2^  die  Grösse  t  so  gewählt  werden,  dass  in  einer  der  beiden  trans- 
formirten  Variabein,  die  ebenfalls  lineare  Functionen  von  y^,  y^,...y^  sind, 
der  Coefficient  von  y  gleich  Null  wird.  Durch  wiederholte  Anwendung  der 
Transformation  (H)  gelangt  man  auf  diese  Weise  zu  einem  Aggregat  von 
Quadraten  linearer  Functionen  der  Variabein  y^,  y^,.--y^,  unter  denen  nur 
noch  eine  die  Variable  y  enthält.  Diese  eine  kann  sich  alsdann  aber  nur 
durch  einen  rationalen  Factor  von  y  selbst  unterscheiden,  und  es  handelt 
sich  somit  nur  noch  um  die  Transformation  eines  Aggregats  von  {n  —  1)  Va- 
riabein. Bei  dem  angegebenen  Verfahren  wird  also  durch  eine  Reihe  von 
Transformationen  (H')  die  Form  US'y'^  in  die  Form  2 Sy^  übergeführt, 
wenn  schliesslich  noch  die  „einfachen"  Substitutionen  y[  =  cy^  hinzugenommen 
werden,  und  die  allgemeinste  Transformation  von  2  Sy^  in  ein  Aggregat  von 
Quadraten  lässt  sich  daher  als  eine  Folge  von  \n{n  —  l)  successive  auf  je 
zwei  der  Variabein  y  anzuwendenden  elementaren  Transformationen  (H)  und 
von    n   einfachen    Transformationen     y'  =  cy      darstellen ,    wobei    unter    den 


*")  Vgl.  meine  Notiz  im  Monatsbericht  vom  October  1866  pag.  608  sqq.') 
')  Band  I  S.  158  sqq.  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneckefs  Werken. 
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\  n  {n  +  1)  willkürlichen  Grössen  c  und  t  irgend  welche  rationale  Functionen 
von  üi,  9t',  91",  .  .  .  zu  verstehen  sind.  —  Aus  dieser  Betrachtung  erhellt 
auch  unmittelbar  die  Unveranderlichkeit  der  Zeichenanzahl  bei  der  Trans- 
formation eines  Aggregats  von  Quadraten;  denn  für  jede  einzelne  elementare 
Transformation  (H)  haben  offenbar  die  beiden  Coefficienten  2^\  9.'  dieselbe 
Vorzeichen-Combination  wie  p,  q.*) 

Nach   vorstehenden   Ausführungen    sind    die    Grössen  S,    nämlich    die 

Glieder   einer   bestimmten   Sturni'sGhen   Reihe    als    rationale  Functionen    von 

9t,  9t',  9t",  ...  gegeben,  und  es  sind  daraus  die  Glieder  S'  irgend  einer 
andern  Sturni'schen  Reihe  mittels  der  Gleichungen  (H) 

Sl=^S.C'^  0M=i,2,...„) 

herzuleiten.  Die  Coefficienten  C  sind  hierbei  ebenfalls  rationale  Functionen 
der  Grössen  9t  und  es  tritt  somit  bei  der  Hermite-JacoW' sehen  Methode 
namentlich  die  Beziehung  zwischen  den  Reihen  S  und  S'  ganz  unmittelbar 
in  Evidenz,  vermöge  deren  die  Glieder  der  einen  positiv  sind,  sobald  die  der 
andern  diese  Eigenschaft  haben. 


IV. 
Die  Ausdrücke  von  Cayley  nnd  Sylvester. 

Sollen  für  eine  ganze  Function  F(x)  die  Relationen 

X> =0  (0<p<n-nj_,) 

wie   oben  (G)  für   f(x)   bestehen,   so   muss  eine  ganze  Function    W{a:)   vom 


*)  Der  hier  gegebene  einfache  Beweis  für  die  Uuveräuderlichkeit  der  Zeichenanzahl 
bei  reeller  Transformation  eines  Aggregats  von  Quadraten  steht  iu  einer  gewissen  Ge- 
dankenverbindung mit  demjenigen,  welchen  Hr.  Hcrnvite  in  Borchardt's  Journal  für  Mathe- 
matik Bd.  53  1).  271  mitgetheilt  hat. 
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Grade  n,  ,  existiren,  welche  für  ic  =  |  mit  dem  Quotienten  — —  überein- 
stimmt,  für  welche  also  eine  Gleichung 

stattfindet.  Hiernach  ist  fj(x)  als  eine  Function  von  möglichst  niedrigem 
Grade  zu  charakterisiren,  welche  den  Relationen  (G)  ftir  p  <n  —  n^_^  genügt. 
In  Folge  derselben  ist,  wenn 


gesetzt  wird: 


f^{x)  =  c^x"'"^  +  c^-""-'  + h  c*"-"'' 


^/.«A  +  'Ih-i  +  ■  •  •  +  4""'"''',-^+., =  0 


für 


/(  =  w  —  Wj. ,     n  —  7/^.  -|-  1  ,     ...     2n  —  k^.  —  «,_^ 


wo  s^  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  im  Art.  II  (C).  Es  bestehen  also 
w  —  w^  j  —  1  lineare  Gleichungen  zwischen  den  n  —  «^  +  1  Coefficienten  c^, 
und  es  verschwinden  demnach  «j.  — w^_i — 1  Determinanten  von  je  (n  —  w^  +  l)^ 
Elementen  s. 

Wenn  n^  —  n^_^  für  alle  Indices  k  gleich  Eins  und  also  n^  =  k  ist,  so 
bilden,  wie  die  Gleichungen  (G)  zeigen,  die  n  ßestfunctionen  f^{x)  selbst  ein 
System  erzeugender  Functionen  für  eine  Stunn'sdie  Reihe  und  zwar  für  die 
Reihe 


die  Relationen  (G)  aber  gewähren  in  diesem  Falle  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bestimmungen  für  die  Functionen  f^{x)  und  ergeben  für  die- 
selben sowohl  die  Caylei/' sehen  als  auch  die  Sylvester'schen  Ausdrücke.  Be- 
rücksichtigt man  nämlich,  dass  die  Determinante 
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mit 


1  ,    X  ,    .  .  .      X 

\  xs   ,    —  s 


p+1        p+J+i-  I 

übereinstimmt,  so  ist  die  Gleichung 

k    I       ß+i  P  +  l+i\         I    p-\-q\     '  k^   ' 


und 


s    ,     \  ■  c,  c,  ,  , . .  .  c     ,c  =  l 


{p,q  =  0,l,...k-l) 


(p,  9  =  0,  1,  ...7.-1--1) 


(p,  j=0,  I.  ...n-i-I) 


unmittelbar  durch  die  Eelation  (G)  zu  verificiren.     Die  Determinanten 

I      p+j        p+q+i\ 

bilden  demnach  selbst  ein  System  von  Functionen  F^(x),  und  die  mit  S  be- 
zeichneten Glieder  der  hieraus  entstehenden  Ä^wrw'schen  Reihe  sind 


\2vf^     \\2vX. 


/p,  q  =0,  1,  ...i-l\ 
(p',?'=0,l,...i-         I; 
\,  k  =i,2,.  .     H      / 


wenn  tj^^  durch  die  Gleichung 


n  f  {%  )/"(!  )  =  1 


bestimmt  wird.     Bei  Anwendung  dieser  besonderen  Functionen  Fi.{x)  ergeben 
die  Gleichungen  (D)  und  (D")  des  Art.  II  zwei  für  beliebige  Grössen 

gültige  Formeln.     Wird  nämlich  der  Ausdruck 


n.. 
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\2n^k-k;>C'\-\2v.%-i)€'''''\ 
\2nX'''''V\2riX"^'"  1 


in  welchem  sich  die  Summationen  sämmtlich  auf  r=l,  2,  ...n,  die  Deter- 
minantenstriche  aber  resp.  auf  die  Werthsysteme 

p,  q  =  0,  1,  ...  I  —  1 ;    p',  q'  =0,  l,  . .  .Je  —  1 ;    p",  q"  =  0,  1,  . .  .k 

beziehen,  als  von  den  Zahlwerthen  g,  h,  i,  Je  abhängig  mit  [g,  h,  i,  1<]  be- 
zeichnet, so  müssen  die  beiden  über  alle  Werthe  h=l,  2,  ...n  erstreckten 
Summen 

^[h,  h,  i,  Je],  ^[i,  l;  Ji,  h] 

identisch  gleich  Null  oder  gleich  Eins  sein,  je  nachdem  i^k  oder  i  =  k  ist.*) 

Wird  nunmehr  behufs  Ableitung  der  Sylvester' sc\ien  Formeln  die  voll- 
ständige Eliminationsresultante  zweier  Gleichungen  9(0)  =  0  und  i)(z)  =  0 
mit  B{(p,  ip)  bezeichnet,  und  bedeutet  (Pi^{x)  irgend  einen  Divisor  (n  — /v)""" 
Grades  von  f\x),  in  welchem  der  Coefficient  von  a;""*  gleich  Eins  ist,  und 
'P„_^{x)  den  complementären  Divisor  vom  Ä;'°"  Grade,  so  ist  die  auf  alle  Zer- 
legungen 

ausgedehnte  Summe 


■R  (9'.  .  <P      ,) 


übereinstimmend  mit 


/T-  '\  /  .  \  ^.  *■  (i-l)     2     2  2         r   /■     \ 

(^)  (-0-  ^lC2---C.-/*(^)- 

Denn,  bildet  man  die  in  den  Relationen  (G)  vorkommenden  Summen: 


*)  Vgl.  die  obeD  citirte  Sylvester' sehe  Abhandlung  p.  472  art.  (f). 

L.  Krouecker's  Werke  I.  ^l 
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so  hat  man  nur  diejenigen  Wurzeln  |  zu  nehmen,  für  welche 

9>,(ii^0         also         g,_^(|)  =  0 
ist,  und  es  kommt,  da 

9,-iix)  =  (x-  l)«3Pi.(^)  .         'P^-.i^)  =  (^  —  S)9'„_i+i(a;) 
ZU  setzen  ist: 

^  '^k-ß^      ^("Pi-l'    -^n-^+l) 

unter  95^(0;)  die  Ableitung  von  qo^(«)  verstanden.  Summirt  man  hier  zuerst 
über  die  (w  —  ä;  +  1)  Wurzeln  ^  je  einer  bestimmten  Gleichung  (p^_^{x)==Q, 
so  sieht  man,  dass  in  der  Tliat,  wie  es  die  Relationen  (G)  erheischen,  für 
jj  <  n  —  Ti  -\-l  nach  den  ^«Zer'schen  Formeln  der  Summenausdruck  ver- 
schwindet und  aber  für  })  =  n  —  h  -\-  1  sich  auf 


(- 1)^-^2' 


-^("Pi-l'    fn-l  +  l^ 


d.  h,  auf  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  x  in  dem  Aiisdrucke  (K) 
reducirt,  wenn  darin  {Ic  —  1)  für  h  gesetzt  und  der  Factor  ( —  1)*"*  hinzu- 
gefügt wird.  Dieser  Coefficient  wird  nach  dem  oben  angenommenen  Werthe 
des  Ausdrucks  (K) 

(-1)  '■\C,---Ct-2<^i-l 

also  in  der  That  genau  übereinstimmend  mit  dem  Werthe  der  Summe,  wel- 
chen man  erhält,  wenn  man  den  durch  f^{x)f{x)  dividirten  Ausdruck  (K') 
mit  ic""*  multiplicirt  und  alsdann  über  alle  Werthe  a;  =  |  summirt. 
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V. 
Anderweite  Bedeutung  des  Sylvester'schen  Ausdrucks. 

Der  Sylvester'' sehe  Ausdrixck  (K)  erhält  noch  eine  anderweite  Bedeutung, 
wenn  man  denselben  mit  jener  Interpolationsformel  in  Beziehung  setzt,  die 
ich  im  Monatsbericht  vom  December  1865  pag.  691  aufgestellt  habe.^)  Werden 
die  oben  im  Atisdruck  (K)  vorkommenden  Bezeichnungen  beibehalten  und 
noch  die  Wurzeln  |  der  Gleichung  (p^_^{x)  =  0  durch  die  Indices  1,  2,  ...  k 
charakterisirt,  so  lässt  sich  die  erwähnte  Formel  auf  folgende  Gestalt  bringen: 

P(|^ .  ia .  •  •  •  I,) 

(L)  2!  -^^^7V~v  ''^■(^■^•^^■^^^^  •  •  •  'P*^^*^  ' 

—  die  Summation  auf  alle  Zerlegungen 

fi^)  =  9'i.(^)9'„_t.(^) 

ausgedehnt  —  und  stellt  daher  eine  ganze  symmetrische  Function  der  Va- 
riabein a;j,  x^,  ...  .Tj.  dar,  welche  in  Beziehung  auf  jede  derselben  von  mög- 
lichst niedrigem  Grade  und  dabei  ihrem  Werthe  nach  mit  dem  der  Function 
P(x^ ,  «2 ,  ...  x^)  übereinstimmend  ist,  sobald  für  die  k  Variabein  x  irgend 
welche  k  Wurzeln  i  der  Gleichung  f(x)  =  0  gesetzt  werden.  Die  Function  (L) 
ist  hierdurch  vollständig  definirt  und  kann  aber  auch  auf  andre  Weise  aus 
der  nunmehr  als  ganz  vorauszusetzenden  Function  P(a\ ,  x^,  . .  -x^)  abgeleitet 
werden.    Bedeuten  nämlich  x^,  x.^, .  ..x^  unbestimmte  Variable  und  setzt  man 

{x  —  x^)  (x  —  x^)---(x-  xj  =  a;"  —  fj«""'  -f  ly^ +  f„  , 

so  sind  fj,  fg,  .  •  •  f„  die  n  „elementaren  symmetrischen  Functionen"  der 
n  Grössen  x^,  x,^,  ...  x^  und  jedes  Product 

{x  —  x^)  {x  -  x^^y  ■  ■  {x  -  a:J  , 


')  Ueber  einige  Interpolationsformeln  für  ganze  Functionen  mehrer  Variabein.  Band  I  S.  133 — 141 
dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.   (S.  S.  141.)  H. 

41* 
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für  A- =  1,  2,  ...  n,  ist  eine  ganze  Function  (>*  —  Ä:  +  l)"""  Clrades  von  x, 
deren  Coefßcienten  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  x^,  x^,...x^_-^,  f^,  f^,  ...f„ 
sind.  Da  diese  Function  von  x  für  x  ^  x^  identisch  Null  ist,  so  lässt  sich 
jede  höhere  als  die  («  —  ä:)'°  Potenz  von  j^^  durch  Einführung  der  elemen- 
taren symmetrischen  Functionen  wegschaffen,  und  indem  man  dies  successive 
für  k  =  n,  n  —  1,  «  —  2,  ...  1  ausführt,  kann  man  offenbar  jede  ganze  ganz- 
zahlige Function  von  x^,  x.-,,  .  •  •  \  auf  eine  solche  reduciren,  vrelche  in  Be- 
ziehung auf  jedes  x^  nur  vom  Grade  (n  —  k)  ist,  und  deren  Coefßcienten 
ganze  ganzzahlige  Functionen  der  elementaren  symmetrischen  Functionen  f 
sind.  Eine  solche  „reducirte  Form"  einer  ganzen  Function  von  n  Variabein 
ist  völlig  bestimmt*),  und  man  muss  daher  den  obigen  Ausdruck  (L)  er- 
halten, vpenn  man  P{Xj^ ,  x^,  .  .  .  x^  auf  die  reducirte  Form  bringt  und  darin 
die  elementaren  symmetrischen  Functionen  f  durch  die  bezüglichen  positiv 
oder  negativ  zu  nehmenden  Coefficienten  der  Gleichung  f{x)  =  0  ersetzt. 

Nimmt  man  für  P{x^,  x.^,  ...  icj  das  Product 
so  geht  der  Ausdruck  (L)  in  folgenden  über: 

(L')  2j  B.{,p    ,  y      ")'   '^'^■(^1^ ^^- ^^2)  •  •  •  <iP*(^*)  ' 

und  der  Sylvester' sehe  Ausdruck  (K)  ist  demnach,  wenn  darin  die  Variable  x^ 
für  X  genommen  wird,  der  Coefficient  des  Gliedes 

in  der  reducirten  Form  von  I'{x^ ,  x.^ ,  .  . .  a;J .     Wenn  daher  das  Product 


*)    Hieraus    folgt   unmittelbar    die    Darstellbarkeit  jeder   ganzen    symmetrischen 
Function  von  a;^ ,  x^,  •••  x^  als  ganze  ganzzahlige  Function  der  elementaren  Functionen  f. 
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als  ganze  Function  gewisser  Wurzeln  der  Gleicliiing  f(x)  =  0  auf  die  als 
„reducirt"  charakterisirte  Form  gebracht  und  darin  der  Coefficient  des  Gliedes 
höchster  Dimension,  nämlich  des  Gliedes 

mit  y^  bezeichnet  wird,  so  unterscheidet  sich  y^  nur  durch  einen  quadra- 
tischen Factor  von 

und  es  bilden  also  die  Glieder 

(-    1)V,}',_,  (i=l,2,...,) 

eine  Sturni'sche  Reihe  für  die  Functionen  f{x)  und  f^  (x)  . 

Die  vorstehende  Auseinandersetzung  führt  auf  einfache  Weise  zur  Be- 
Stimmung  der  Coefficienten  c.    in  den  aus  der  Eutwickelung  von    - —    her- 

*  f(X) 

vorgehenden  Restfunctionen  f^{x),  wenn  f^{.r)  durch  f^{x)  so  bestimmt  wird, 
dass  für  jede  Wurzel  |  die  Gleichung 

/•^(|)  =  (a-|)/-;(|) 
stattfindet.     Alsdann  ist  nämlich  offenbar  der  Werth  des  Productes 

für  a-^  =  1^ ,  x^  =  i^,  .  .  ,  a-,  =  |^  gleich 
der  Coefficient  y' ,  nämlich 
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2 


ist  also  gleich 


und  hieraus  erhält  man,  wenn  die  Uebereinstimmung  der  Ausdrücke  (K) 
und  (K')  in  Rücksicht  gezogen  und  dort  einerseits  x  =  a  andrerseits  x  =  oo 
gesetzt  wird,  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  c^  die  Gleichung 


A-l 

«   ■  ■■<     ,  f      tiß) 


Hiernach  kommt 


k-l  "     ^ 

auch  diese  Betrachtung  führt  also  zu  dem  Resultate,  dass  die  Quotienten 
von  je  zwei  aufeinanderfolgenden  Restfunctionen  f^[a)  die  Glieder  einer 
Sturm' sehen  Reihe  für  die  Functionen  f(pc),  f[{x)  bilden,  und  so  zeigt  sich  in 
Uebereinstimmung  mit  der  am  Schlüsse  des  Art.  I  gemachten  Bemerkung, 
dass  die  hier  überall  festgehaltene  Betrachtung  der  nur  auf  das  ganze  Inter- 
vall von  —  oo  bis  +  oo  bezüglichen  S^Mrm'schen  Reihen  keine  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  involvirt. 


VI. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Stnrm'schen  Reihen,  welche  im  weiteren  Sinne  des 
Wortes  zn  f{x),  f^{x)  gehören. 

Wenn  Pj,  P^,  ...P„  sowie  die  Coefficienten  von  Bj^ix),  Il^(x) , . . . B^(x) 
rationale  Functionen  von  9t,  '3t',  W .  .  .  sind  und  dann  ^^(x)  als  ganze 
Function   (w  —  1)'™  Grades   von   x  dadurch  definirt  wird,   dass  die  Gleichung 

(M)  l^(l)^pjj(iy^_^^(^)  (,=i,v..".) 
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für  sämmtliche  Wurzeln  |  Geltung  haben  solle,  so  lässt  sich  eine  gewisse 
Beziehung  zwischen  den  zu  f{x),  f^{x)  und  den  zu  f{x),  f  {x)  gehörigen 
Sturm'' sehen  Reihen  aufstellen.  Es  seien  nämlich  gemäss  Art.  II  jPj(x)  und 
%^{x)  Systeme  erzeugender  Functionen  für  die  Sturni'sQh.eu  Reihen  S  und  @, 
dergestalt  dass  die  beiden  quadratischen  Formen  der  Variabein    V  und  33 


resp.  gleich 


2S,Vl         und         2^X 


a=l,2,  ...n) 


werden.     Bestimmt  man  nun  mn  lineare  Functionen  F^^  der  n  Variabein  SS^ 

F,^=^Cr;'9S.  to  =  l,2,...«;   ,-,i  =  l,2,...„) 

SO,  dass  die  Gleichung 
also  auch  die  Gleichung 


für  sämmtliche  Wurzeln  |  sowie  für  alle  Werthe  der  Indices  g  und  i  erfüllt 
ist,  so  wird  der  Ausdruck 

a    * 

oder,  was  dasselbe  ist. 
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(4)           17             ' 

(9  =  1,2,. 
\*  =  1,  2,  . 

:.") 

identisch  mit 

CD         9            ^ 

V=l,  2,  . 

::) 

oder  also  wegen  der  Gleichung  (M)  auch  identisch  mit 

y ^  i^^%W       oder       ^@J8' 


(4) 

Es  resultirt  daher  die  Gleichung 


(£=1,2,...  7.) 


9      k 

/     .  =  1,2,. 
Vi,  i  =  l,  2,  . 

.:) 

oder  also 

9     A, ',  t                                                               t 

/         .=  1,2.. 
V*,  .,i=l,  2,  . 

::) 

und  schliesslich 

(N) 

(         9  =  1,  2,  .  . 
\/,,  (,*=!,  2,  .  . 

.:) 

Die  Formel  (D")  im  Art.  II  ergiebt,  wenn  darin  h  =  i  gesetzt  wird, 


(i  =  l,2,  ...n) 


Bezeichnet  man  daher,  entsprechend  der  Function  f{x),  mit  f'(x)  irgend  eine 
andere  Function  vom  Grade  {n  —  1)  und  haben  alsdann  F^(^x)  und  S^  die 
analoge  Bedeutung  von  Fi.(x)  und  S,.,  so  kann  man  in  (M)  die  Zahl  m  =  n  und 

p  =s  ,  E  m  =  ^^  (.=1,2,...,,, 

9  g'  g\^J  ß' 


setzen,  wonach 


und 
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,    k    ,k       ^         f{i\f'i. 


5,a)F.'a)F^.(i) 


(A,.-,  *  =  1.2,...n) 


wird.  Die  Formel  (N)  geht  dabei,  wenn  darin  li  =  i  genommen  wird,  in 
folgende  über 

(N')  22S^S^Cf^Cll^=B,^  (;,.,•,*=!,  2,...  n), 

i       * 

und,  falls  f^{x)  =  fj^x)  gesetzt  wird,  in  die  noch  speciellere 

(N")  22s,sfif;icf;; = ©„  (*, .-.  *=i,  2. . . . «). 

I      k 

auf  deren  Bedeutung  nachher  näher  eingegangen  werden  soll. 

Ist  die  ganze  Function  \^{x)  so  l)eschafiFen,  dass  das  Product  fj^i)'\^{^) 
für  alle  reellen  Wurzeln  |  der  Gleichung  f{x)  =  0  einen  positiven  Werth 
erhält,  so  sind  die  Nullpunkte  von  f{x)  als  Aus-  und  Eintrittsstellen  gleich 
charakterisirt,  sei  es  dass  man  die  Function  f^{x)  oder  die  Function  f^(a;) 
dabei  zu  Hilfe  nimmt.  Die  am  Schlüsse  des  Art.  I  mit  2t  und  S  bezeich- 
neten Zahlen  sind  also  für  beide  Functionen  f^{x)  und  f  {x)  dieselben,  und 
die  Charakteristiken  der  beiden  Functionen-Systeme 

(2/,  f{^)  —  y,  fi(x)  —  !/)  ,       (y,  fix)  -  !/,  fi(^)  —  y) 

haben  einen  und  denselben  Werth.  Da  hiernach  in  einer  den  Functionen  f{x),  \^{x) 
zugehörigen  Ä^wrHi'schen  Keihe  ®j ,  S^ ,  ...  die  Differenz  zwischen  der  Anzahl 
positiver  und  negativer  Werthe  gleich  der  in  einer  zu  den  Functionen  f{x) 
und  f^{x)  gehörigen  Reihe  8^,  S.,,  ...  ist,  so  kann  man  „im  weiteren  Sinne 
des  Wortes"  auch  die  Sturni'sche  Reihe  ©  als  den  Functionen  f(x)  und  f^(x) 
zugehörig    betrachten.     In  diesem  „weiteren  Sinne"  ist  wiederum,   wie   oben 

L.  Kronecker's  Werke  I.  42 
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(Art.  II)  in  der  engeren  Bedeutung  des  Wortes,  die  Gesammtheit  der  zu  f{x) 
und  f  (x)  gehörigen  /Sferm'sclien  Eeihen  erst  dadurch  zu  präcisiren,  dass  man 
gewisse  Grössen  91,  9^',  9t",  .  .  .  zu  Grunde  legt  und  alsdann  festsetzt,  es 
sollen  sowohl  die  Goefficienten  von  f{x)  als  auch  die  aller  Functionen 
f\(x),  \^{o'),  .  .  .  rationale  Functionen  der  Grössen  9i,  9t',  9t",  ...  mit  ganz- 
zahligen Goefficienten  sein. 

Die  Voraussetzung,  welche  hier  über  die  Beziehungen  zwischen  f  {x) 
und  \  (x)  gemacht  worden,  ist  erfüllt,  sobald  die  obige  Gleichung  (M)  besteht 
und  die  Grössen  P^  darin  sämmtlich  positiv  sind.  Durch  die  Gleichung  (N) 
findet  sich  alsdann  jedes  Glied  der  Äii!i<rm'schen  Reihe  ©  als  eine  homogene 
lineare  Function  der  Glieder  der  Reihe  S  mit  wesentlich  positiven  Goeffi- 
cienten dargestellt,  und  also  der  Zusammenhang  zwischen  verschiedenen 
Sturm' sehen  Reihen,  welche  der  obigen  Ausdrucksweise  gemäss  im  weiteren 
Sinne  des  Wortes  zu  den  Functionen  /"(.c)  und  /^(.r;)  gehören,  in  analoger 
Weise  in  Evidenz  gesetzt,  wie  es  für  die  im  engeren  Sinne  zusammen- 
gehörigen Sturm''%Qk&a.  Reihen  die  Her  mite- JacoW  sehe  Betrachtung  (cf.  Art.  III) 
ganz  unmittelbar  ergiebt. 

Die  im  weiteren  Sinne  zu  f{x),  f'{x)  -gehörigen  Sturwi' sehen  Reihen 
geben,  da  alsdann  nur  Austrittsstellen  vorhanden  sind,  durch  die  Vorzeichen 
ihrer  Glieder  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0  an  und 
können  deshalb  füglich  als  die  zu  dieser  Gleichung  gehörigen  Sturni'sQhen 
Reihen  bezeichnet  werden.  Die  Reihe  S'  ist  eine  solche,  wenn  nur  die  obige 
Voraussetzung  festgehalten  wird,  dass  die  Reihe  ©  im  weiteren  Sinne  zu 
f(x),  f  {x^  gehört;  denn  alsdann  ist  vermöge  der  obigen  Gleichung 

mit  dem  Producte  f^(|)/j(|)  auch  das  Product  f[{^)f'{i)  für  alle  reellen 
Wurzeln  ^  positiv.  Die  Formel  (N)  stellt  also  jedes  Glied  irgend  einer  den 
Functionen  f{x),  fix)  angehörigen  Sturm''sehen  Reihe  als  eine  bilineare  Form 
der  n  Glieder  einer  andern  solchen  Reihe  und  der  n  Glieder  einer  zu  der 
Gleichung  /"(a)  =  0  gehörigen  Sturm'sohen  Reihe  dar  und  zwar  so,  dass 
sämmtliche  Goefficienten  Quadrate  rationaler  Functionen  der  Grössen  9t  sind. 


UKD  IHRE  GEGENSEITIGEN  BEZIEHUNGEN.  33I 

Durch  die  Formel  (N")  endlich  findet  sich  jedes  Glied  von  gewissen  Sturm- 
schen  Reihen  der  Gleichung  f{x)  =  0  als  eine  quadratische  Form  der  n  Glieder 
irgend  einer  beliebigen  jSüfwrm'schen  Reihe  S  und  zwar  mit  quadratischen  Coeffi- 
cienten  dargestellt.  Die  drei  Formeln  (N)  erhalten  ihre  eigentliche  Bedeutung 
in  dem  Falle,  wo  die  sämmtlichen  Glieder  der  S'fenw'schen  Reihe  8  positiv 
sind^  insofern  alsdann  das  mit  ©^  bezeichnete  Glied  einer  andern  Äjwm'schen 
Reihe  als  Summe  von  je  »^^  Quadraten  mit  positiven  Coefficienten  dargestellt 
erscheint.  Sind  aber  die  Grössen  S  sämmtlich  positiv,  so  müssen  für  die  am 
Schlüsse  des  Art.  I  eingeführten  Grössen  ^,  91?,  9t,  (£  die  Gleichungen 

5p  (c^c^._  j)  =  n  ,    9f  (c,fi.. i)  =  0      also       21  =  m  ,    (£  =  0 

stattfinden;  dieser  Fall  tritt  daher  nur  l)ei  solchen  Gleichungen  f{x)  =  0  ein, 
die  lauter  reelle  Wurzeln  haben,  und  auch  dann  nur  bei  solchen  Sturm' ^oh&ü. 
Reihen,  die  der  Gleichung  f{x)  =  0  selbst  angehören.  Aus  der  Bedingung 
2t  =  n  folgt  für  den  vorliegenden  Fall,  dass  auch  die  im  Art.  I  mit  v  be- 
zeichnete Anzahl  der  Glieder  in  der  Kettenbruchsentwickelung  von  f^{x):f{x) 
gleich  n  sein  muss,  dass  also  diese  Entwickelung  regulär  ist.  Es  können 
demnach  bei  Anwendung  der  Formel  (N"),  wie  im  Art.  IV,  für  die  erzeugenden 
Functionen  F^{x)  die  Determinanten 


genommen  werden,  und  dann  resultirt  die  Formel 

(;;,  5  =  0,  1,  .  .  .  ;,-l;     p',q'=0,l,  ...h;     A, /,  i=  1,  2,  .  .  .  n) 

in  welcher  die  Coefficienten  G  durch  die  Gleichung 


(p,  2  =  0,  1,,.  .i— 1) 


(p,q  =  0,l,.../,-l) 


bestimmt    sind.      Die    Grössen    s    bedeuten    hierbei    die    Potenzsummen    der 
Wurzeln  |,  da  für  die  Formel  (N")  die  Annahme 

42* 
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f[{x)  =  f^{x)      und  also        \,(l)f\l)  ^  l 

gilt.  Das  hiernach  in  der  Gleichung  (N")  enthaltene  Resultat  ist  folgender- 
massen  zu  formulireu: 

„Wenn  eine  Gleichung  vom  Grade  n,  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  reeller  Grössen  Üt,  91',  9t ",  ...  sind,  lauter  reelle 
Wurzeln  (|)  hat,  so  lässt  sich  jedes  Glied  einer  ihrer  Sturm's,Qhen 
Reihen 

\        i  =  l,  2,  ...71      / 

als  eine  quadratische  Form  der  n  Glieder  irgend  einer  andern  so 
darstellen,  dass  die  n^  Coefficienten  sämmtlich  Quadrate  rationaler 
Functionen  der  Grössen  9t  sind." 

Hieraus  folgt  die  Darstellung  jener  Determinanten-Producte  als  Summen 
von  je  n^  Quadraten  rationaler  Functionen  der  Grössen  9t,  wenn  diese  so 
gewählt  sind,  dass  mindestens  eine  der  Sturm'' ^ohen.  Reihen  aus  lauter  posi- 
tiven Einheiten  besteht,  und  dies  ist  für  irgend  eine  Gleichung  mit  reellen 
Wurzeln  z.  B.  stets  in  der  Weise  möglich,  dass  man  den  Coefficienten  der- 
selben noch  die  Quadratwurzeln  aus  den  n  Gliedern  irgend  einer  Sturm' ^ohen 
Reihe  (als  9t,  9t',  9t'...)  adjungirt.  Bedeutet  B{x)  die  aus  reellen  Grössen 
a.^  gebildete  symmetrische  Determinante 

so  existirt,  wie  bekannt,  eine  solche  aus  positiven  Einheiten  bestehende 
Sturni'sQhe  Reihe  für  die  Gleichung  D{x)  =  0,  wenn  die  Grössen  a.^  selbst 
gleich  9t,  9t',  9t",  .  .  .  genommen  werden.  Andrerseits  ist  aber  auch  jede 
Gleichung  f{x)  =  0,  deren  Wurzeln  |  sämmtlich  reell  sind,  auf  diese  Form 
zu  bringen,  sobald  eben  die  Glieder  einer  Sturm'sch.en  Reihe  sämmtlich  gleich 
Eins  sind,  d.  h.  also  sobald  für  irgend  eine  rationale  Function  '^(i') 

(0)  -^5a)(2/x + ?/.?  +  •  •  •  +  .'/j'"')'  -:^4  '*=■■  ''■■■  "> 

(I)  * 
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ist,  da  alsdann  die  Grössen  a.^  durcli  die  Gleichung 

(4')  .-,  k 

bestimmt  werden  und  zwar  als  rationale  Functionen  der  Coefficienten  von  f(x) 
und  der  Coefficienten  der  Substitution,  durch  welche  die  Variabein  y  und  z 
mit  einander  verbunden  sind.  Da  nun  bekanntlich  von  Hrn.  Borchardt  ge- 
zeigt worden  ist,  dass  die  Determinanten  \  U i''  '  \,  welche  aus  den  Potenz- 
summen der  Wurzeln  |  jener  Gleichung  D(.r)  =  0  gebildet  sind,  sich  als 
Summen  von  Quadraten  darstellen  lassen*),  so  lehrt  jene  Betrachtung,  dass 
eigentlich  schon  daraus  ein  analoges  Resultat  für  beliebige  Gleichungen 
(f{x)  =  0\  mit  reellen  Wurzeln  gefolgert  werden  kann,  zugleich  geht  aber 
aus  eben  derselben  Betrachtung  hervor,  dass  es  dem  Wesen  der  Sache  nicht 
entsprechen  würde,  die  erwähnte  Eigenschaft  der  Determinanten  |  U  ^'''^'^  | 
als  an  jene  besondere  Determinantenform  der  Gleichung  f{x)  =  0  geknüpft 
anzunehmen. 

Bei  der  obigen  Formulirung  des  in  der  Gleichung  (N")  enthaltenen 
Resultats  erscheint  die  Eigenschaft  der  Gleichung  f(x)  =  0,  dass  die  Glieder 
einer  ihrer  Sturm'sch.en  Reihen  sich  in  Form  eines  Aggregats  von  Quadraten 
mit  gewissen  positiven  Coefficienten  darstellen  lassen,  als  eine  Folge  der 
Eigenschaft,  dass  alle  ihre  Wurzeln  reell  sind.  Umgekehrt  aber  lässt  sich 
die  Realität  der  Wurzeln  einer  Gleichung  aus  jener  Eigenschaft  ihrer  Sturm- 
scheu  Reihen  nicht  unbedingt  erschliessen;  denn  eine  Summe  von  Quadraten 
rationaler  Functionen  der  Grössen  9t  kann  freilich  —  auch  für  specielle 
Werthe  etwaiger  Variabein  9t  —  nicht  negativ  werden,  aber  die  Realität  der 
Wurzeln  von  f(x)  =  0  erfordert  geradezu,  dass  alle  Glieder  einer  Sturm- 
schen  Reihe  positiv  seien.  Die  oben  citirte  Bor chardV sehe  Darstellung  Sturm- 
scher Functionen  für  die  Gleichung  D(x)  =  0  kann  deshalb  nicht  ohne 
Weiteres,  wie  Seitens  anderer  Autoren  geschehen**),  als  Beweis   für  die  Rea- 


*)  Liouville's  Journal  Bd.  XII.') 
**)  Joachimsthal,    Grelles  Journal    Bd.  48   pag.  401.     Brioschi  a.  a.  0.,  pag.  271. 
Serret,  Cours  d'algebre  superieure,  Paris  1866,  Tome  I.    pag.  577. 

')  C.   W.  Borchardt,  Gesammelte  Werke.    S.  15—30.     (Vgl.  a.  a.  0.  S.  506.)  H. 
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lität  der  Wurzeln  aufgefasst  werden,  hierzu  bedürfte  es  vielmehr  noch  des 
Nachweises,  dass  die  einzelnen  Quadrate  in  jener  Darstellung  nicht  sämmtlich 
gleich  Null  werden  können,  wenigstens  nicht,  so  lange  die  Discriminante  der 
Gleichung  von  Null  verschieden  ist.  Dieser  Nachweis  ist,  wenn  man  die 
Realität  der  Wurzeln  von  /"(a)  =  0  voraussetzt,  leicht  daraus  abzuleiten,  dass 
alsdann  die  Kettenbruchsentwickelung  von  f  (x) :  f{;x)  regulär  sein  muss.  Die 
Realität  der  Wurzeln  von  B(x)  =  0  folgt  aber  eben  ganz  einfach  daraus, 
dass  eine  ihrer  Sfurm''schen  Reihen  aus  lauter  positiven  Einheiten  besteht*), 
und  grade  diese  Sturm'' sehe  Reihe  bietet  sich  von  selbst  dar,  wenn  man  das 
Problem  der  Transformation  quadratischer  Formen  behandelt,  welches  auf 
jene  Gleichung  führt.  Bei  der  Behandlung  der  bezüglichen  Aufgabe  war 
eigentlich  mit  der  Erkenntniss,  dass  jede  Gleichung  auf  jene  Determinanten- 
form gebracht  werden  kann**),  das  Princip  der  Herrn/ fe-Jacohi' sehen  Methode 
fast  unmittelbar  gegeben,  und  die  Borchardf  sehen  Mittheilungen  im  53.  Bande 
seines  Journals  (pag.  281  sqq.)  machen  es  auch  wahrscheinlich,  dass  Jacohi  in 
solcher  Weise  zu  den  dort  angegebenen  Eutwickelungen  gekommen  ist.  Wenn 
Jacohi  dabei  nicht,  wie  Hr.  Hermite,  von  vornherein  auf  die  Ermittelung  der 
Anzahl  reeller  Wurzeln  in  einem  beliebigen  Intervall  sondern  nur  auf  die 
Bestimmung  der  Gesammtzahl  derselben  ausgegangen  ist,  so  lag  darin  nur 
scheinbar  eine  Beschränkung  der  Allgemeinheit;  denn  erstens  entsprechen  den 
zwischen  a  und  h  liegenden  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0  die 
sämmtlichen  reellen  Wurzeln  z  der  Gleichung 


j.  I  a  -\-  bs' 


1  + 

und  zweitens  ist  die  Anzahl  jener  offenbar  gleich  dem  Ueberschusse  der 
Anzahl  reeller  Wurzeln  in  der  Gleichung  f{z"  +  «)  =  0  über  die  in  der  Glei- 
chung f{z"-\-h)  =  0,  wenn  a<b  vorausgesetzt  wird.  Bei  dieser  letzteren  Be- 
trachtung führt  die  JacoWsche  Entwickelung  unmittelbar   auf  die   von  Hrn. 


*)  SacblicL.  stimmt  diese  Begrüudung  der  Realität  mit  derjeuigen  überein,  welche 
Hr.  Baltser  in   sein  Determinanten-Lehrbuch  (III.  Aufl.,  jj.  190)  aufgenommen  hat.     Die 
Discriminante  der  Gleichung  wird  dabei  stets  von  Null  verschiedeu  vorausgesetzt. 
**)  Siehe  oben  die  Gleichung  (0)  und  (0'). 


UND  IHRE  GEGENSEITIGEN  BEZIEHUNGEN. 


335 


Hermife  aufgestellte  erzeugende  quadratische  Form  und  alsdann  auf  die  Deter- 
minanten 

las   ,    —  s   ,     1,1,     \hs  ,.  —  s   ,    ,  ,  I  (p, 5=0, 1, . ..*-]), 

welche  nach  Art.  lY  sich  von  den  Restfanctionen  bei  der  Entwickelung  von 
— ^    und    -— -  nur  durch  quadratische  Factoren  unterscheiden. 

f{a)  t[b) 

Wenn  die  ursprüngliche  *Si^«<rm'sche  Methode  zur  Bestimmung  der  An- 
zahl der  reellen  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  ihre  wahrhaft  grossartige 
Einfachheit  und  Allgemeinheit  ausgezeichnet  ist,  so  hat  ihr  gegenüber  die 
spätere  Hermite-JacoM sehe  Betrachtungsweise  doch  den  Vorzug,  dass  sie  die 
Einsicht  in  die  gegenseitigen  Beziehungen  der  Sfurni'scheu  Reihen  ganz  we- 
sentlich erleichtert.  Wie  nur  mühsam  und  daljei  unvollständig  eine  solche 
Einsicht  zu  erlangen  ist,  wenn  man  auf  die  Benutzung  des  Sturm''sch.en  Ver- 
fahrens allein  angewiesen  ist,  zeigt  sich  in  der  immerhin  sehr  werthvollen 
Arbeit,  welche  Joadmnsthal  im  48.  Bande  des  CreMe'schen  Journals  veröffent- 
licht hat.     Während  dort  nur  die  verschiedenen  Functionen  /"^(rr)  in  Betracht 

gezogen  werden,   für  welche  die  Restfanctionen  der  Entwickelung  von    -i 

Sturm'scliie  Reihen  für  die  Gleichung  f{x)  =  0  liefern,  gewährt  die  Eermite- 
Jacobi'sche  Methode  ausserdem,  auch  ohne  die  oben  im  Art.  II  eingeführte 
Modification  derselben,  ohne  W^eiteres  die  ■|-w(« -f- 1)  fache  Mannigfaltigkeit 
der  zu  einem  und  demselben  System  [f{x),  f^{x)]  gehörigen  Siurm'schen 
Reihen.*)  Die  JacoMsche  Transformation**)  lässt  sich  nilmlich  auf  die  er- 
zeugende quadratische  Form 

■V  X*  "V  <.i  +  l:-2 

^^^2/,2/ib  (,-,A  =  l,2,...n) 


insofern  verschiedentlich  anwenden,  als  die  Aufeinanderfolge  der  Variabein  y 
verschieden  gewählt  werden  kann,  und  es  ist  ferner  von  jeder  anderen  Trans- 
formation Gebrauch  zu  machen,  welche  jene  erzeugende  Form  in  ein  Aggregat 


*)  Cf.  Art.  III. 
**)  Bordmrdt's  Journal,  Bd.  53.    pag.  270. 
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von  Quadraten  verwandelt.*)  Endlich  kann  in  der  erzeugenden  Form 
auch  statt  der  Wurzel  |  irgend  eine  ganze  Function  derselben  genommen 
werden,  deren  Coet'ficienten  ebenso  wie  die  von  f(x)  rationale  Functionen  von 
9t,  9t',  9t ",  ...  sind.  Alle  diese  ganzen  Functionen  von  |  sind,  ebenso  wie  | 
selbst,  Wurzeln  von  Gleichungen  «'°°  Grades  und  zu  derselben  Klasse  alge- 
braischer Functionen  von  '^,  9t',  9t ".  ...  zu  rechnen,  wenn  die  betreffende 
Gleichung  irreductibel  ist.  Auch  die  Gleichungen  selbst  können  füglich  (bei 
Festhaltung  der  Grössen  9t)  als  einer  und  derselben  Klasse  angehörig  auf- 
gefasst  und  bezeichnet  werden,  und  die  Gesammtheit  der  6'if^6>■m'schen  Reihen 
einer  Gleichung  gehört  dann  nicht  sowohl  dieser  Gleichung  speciell  sondern 
der  ganzen  Klasse  von  Gleichungen  an.  Dies  liegt  schon  in  der  im  Art.  II 
gegebenen,  auf  die  Hermife-JacobP sehe  Methode  gegründeten  Definition,  völlig 
übereinstimmend  mit  der  Bedeutung,  welche  die  Sturm'' sehen  Reihen  einer 
Gleichung  für  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  haben;  es  tritt  aber  keines- 
wegs in  Evidenz,  wenn  die  Sfurni'schen  Reihen  nur  mittels  der  ursprüng- 
lichen Sturm'' sehen  Methode  hergeleitet  und  definirt  werden. 


VII. 

Die  Determinantenformen  der  Fnnctionen  f{x)  und  f^(c),  auf  welche  die  verschiedenen 
Stnrm'schen  Reihen  führen. 

Wenn  F^(x),  F^(:ic)  .  .  .,  wie  durchweg  im  Vorhergehenden,  die  Be- 
deutung haben,  erzeugende  Functionen  Sturm''scher  Reihen  für  f(^x),  f^(x)  zu 
sein,  so  ist 


^  ^'\%)^,%) 


^ 


t\ih)f'ik) 


Ö..S.  (/,,.■,  i  =  l,  2,...  n)  , 


unter    |^ ,  |^ ,  •  •  •  ^^    die  Wurzeln  der  Gleichung    f{x)  =  0    verstanden.     Setzt 
man  nun 


*)  Bei  manchen  Gleichungen,  wie  z.  B.  bei  der  Gleichung  3;"=  1,  ist  die 
Jacöbinche  Transformation  gar  nicht  anwendbar,  wie  auch  die  Aufeinanderfolge  der  Va- 
riabein y  gewählt  werden  möge. 
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S.A  (h,i,k  =  l,i,...n), 


SO  ist  die  quadratische  Form  der  Variabein   V 

(P)  2i^Sa  -  ^J^i  ^i  ^*  (■■■  *=i-  ^'  •  • ") 

t,  * 

identisch  mit 

und  es  ist  hiernach 

\xö.i^—  A.i^\  =  f(x)  (i,  t=i,  2,  ...,1). 

Andrerseits  ist  aber  die  Form  (P)  auch  identisch  mit 

wenn  /^^(ic)  die  Unterdeterminanten  von  |  a;d.^  —  -4^.^  |  bedeuten.    Für  die  hier 
eingeführten  Ausdrücke  Ä.^,  /)^  gelten  nämlich  die  Relationen 

(Q)  (*,f,i,r=l,2,...7,), 

und  mit  Benutzung  derselben  geht  (P")  in  die  Form 


■^    f  '(t ) 


(^  — IJS.F.F,  (A,,-,i=i,2,...«) 


über,  deren  Uebereinstimmung  mit  (P)  sich  unmittelbar  ergiebt,  wenn  man 
von  den  JE'Mier'schen  Formeln 


2; 


i_   ==  S  (Ä,r  =  l,2,  ...«) 


L,  Kronecker's  Werke  I.  43 
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Gebrauch  macht.  Ueberdies  kann  man  die  Transformation  von  (P)  in  (P") 
auch  in  der  üblichen  Weise  bewirken*),  wenn  man  zuerst  in  (P")  die  Gleichung 

(Q')  frAWik)  -2U%y.ri^d  (M,-.,  V..n) 

k 

anwendet,  eine  Gleichung,  welche  in  folgender  Weise  hergeleitet  werden  kann. 
Gemäss  der  Definition  der  Unter determinanten  f.^x)  ist 

und  wenn  hier  nach  x  differentiirt,  alsdann  mit  f^^{x)  multiplicirt  und  über 
Ic  =1,  2,  .  .  .  n  summirt  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung 

aus  welcher  die  obige  Gleichung  (Q')  für  x  =  |^_  hervorgeht. 

Die  Sturm'' sehe  Eeihe  S  gehört  ebenso  wie  zu  f{x),  f^x)  auch  zu  den 
Functionen  f{x),  f[{x),  wenn  für  jede  Wurzel  | 

/•;(§)  =  /-,(l)9(if 

ist,  unter  (p{x)  eine  rationale  Function  von  x,  9J,  9t' .  .  .  verstanden,  und  es 
kann  daher  irgend  eine  dieser  Functionen  f^x)  als  Repräsentant  aller  ge- 
wählt werden.     Nun  folgt  aus  der  Uebereinstimmung  von  (P')  und  (P") 

und  das  Verhältniss 


*)  Vgl.  Bdltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  III.  Aufl.  §  14,  10  u.  13. 
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ist  demnach  gleich  dem  Quadrate  einer  rationalen  Function  von  |,  so  dass 
^rfrri^)  ^^  Kspräsentant  der  Functionen  f^{x)  genommen  werden  kann.  Auf 
diese  Weise  wird  man  also  von  einer  Sturm'sQhQn  Reihe  8  ausgehend  durch 
Vermittelung  der  quadratischen  Form  (P)  zu  den  Determinantenformen 

f{x)  =  j  xd.^  —  A.^  I  {.-,  i=i,  2, . . . «) 

S/„  {X)  =  S^  I  X8^,_  -  A,^,^  I  (.,  A  =  l,  V  .  .  r-l.  ,+1,  .  .  .  n) 

der  beiden  Functionen  geführt,  zu  denen  die  SturwC^che  Reihe  S  gehört,  und 
als  deren  erzeugende  Functionen  sind  alsdann  die  Determinanten 

SJ^^{x)  (t=l,2,...7,) 

zu  betrachten. 

Die  quadratische  Form  (P),  welche  hierbei  gebraucht  wurde,  ist  die- 
selbe, welche  bei  Anwendung  der  Hermite-Jacobi' sehen  Methode  zu  dem  im 
Anfang  des  Art.  I  entwickelten  Resultate  führt.  Wenn  nämlich  mit  ^l(x) 
die  Anzahl  der  negativen  Quadrate  bezeichnet  wird,  welche  bei  der  Ver- 
wandlung der  Form  (P)  in  ein  Aggregat  von  Quadraten  auftreten,  so  ist 

m{x^)  -  yiix;)  =  -äix^,  <j  -  g(^,,  X,), 

die  Ausdrücke  rechts  in  derselben  Bedeutung  wie  im  Art.  I  genommen. 
'$i{x^,  x^  und  ©(j?j,  x^  sind  darnach  resp.  die  Anzahlen  der  Austritte  und 
Eintritte,  welche  auf  der  x-Axe  vom  Punkte  x^  bis  zum  Punkte  x^  statt- 
finden, und  zwar  sind  hierbei  die  Durchschnittspunkte  der  x-kxQ  mit  der  Curve 

y  =  f{x)     oder     y  =  1  xd.,,  —  A.^,  1  ('■,  i=i,  2, . . .  n) 

als  Aus-  und  Eintrittsstellen  ebensowohl  durch  die  Curve 

y  =  f^{x)     als  durch     yS^  =  f^^{x) 

s  f   (I) 
zu  charakterisiren,  da  dies  nach  der  über  das  Verhältniss      '''"''       gemachten 

Bemerkung  offenbar  übereinstimmt.  ^ 

43* 
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Werden  in  der  Formel  (N '")  des  Art.  VI  die  Functionen  F^  mit  Hilfe 
der  Gleichung  (RT)  durch  die  Unterdeterminanten  /^^  ersetzt  und  alsdann  die 
Relationen  (Q)  benutzt,  so  kommt 


^k^i'k—^     f'm     1^*^  +  9  ^P+i  +  A 

CO 


Da  nun  die  Determinante  rechts,  wie  im  Art.  IV,  mit 


(/>>  9  =  0,1,.  ..A-l)  . 


(R) 


1      ,      S, 


identisch  ist,  so  zeigt  die  Formel  (N")  des  Art.  VI,  wenn 


gesetzt  wird,  dass  das  Product 

gleich  ist  der  Summe  der  «^  Determinanten-Producte 


Ip,    q  =0,1,  .  .  .  A-l\ 
\P',i'=0,l,...h       ) 


(S') 


'^O         '         ^1      > 


k—lf  h      '        •••  2/i- 

A  <"'         A  <■'  A  '* 


"0         >         "1         > 


j(0)  ,(1)  AW 


2h -1 


für  i,  /i-  =  1,  2,  .  .  .  n.    Dieses  Ergebniss  der  aus  allgemeineren  Betrachtungen 
hergeleiteten  Formel  (N"")  soll  nunmehr  direct  verificirt  werden. 
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Zuvörderst  folgt  aus  der  Definition  der  Grössen  ^'^' ,   dass  dieselben 
auch  als  Entwickelungscoefficienten  aufgefasst  werden  können,  da 


ist.     Es   ist   ferner   zu   bemerken,   dass   für   irgend   welche  Systeme   von  je 
n^  Grössen  a.^,  6.^  und  deren  adjungirte  a.^,  ß.^  die  Relation 

-^«,./^.*(%A—  ^A,)   =  ßik-  I«a|   -   «*.•■  1^*1  (.,/.,.•,*  =  !,  2,...,.) 

stattfindet.     Setzt  man  hierin 

a  .'=  xd  ,  —  A  ,  ,     b.    =  uS  ,  —  A  .  . 

gh  'jh  r/h  '         hg  •/     y/i  gh   ' 

so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 


^    -'  ^     A^)/(y)  y-x\f{x)  f{y)J 


(A,  I,  i  =  l,  2, .  .  .  u)  , 


welche  auf  beiden   Seiten  nach  fallenden  Potenzen  von  x  und  y  entwickelt 
die  Relationen 

(T')  ^^,Jf4«'=^]^  +  "  (A,,,*=1,2,...„) 

A 

liefert.     Wenn  überdies 

(ü)  /■'(^)  =  ^/,,(^)  (*=X,2....„) 

k 

auf  beiden   Seiten  durch  f(x)  dividirt  und  alsdann  nach   fallenden  Potenzen 
von  X  entwickelt  wird,  so  kommt 
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und  also  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (T') 

(u')  ^+,=^j'^;r^if  (a=i,2....„). 

Bedeutet  nun  B^  den  Coefficienten  von  $''  in  der  nach  den  Elementen  der 
letzten  Zeile  entwickelten  Determinante  (R),  so  ist  das  Determinanten -Pro- 
duct  (S')  gleich 

^^^<f4fi?^B,  (,,.=c,x,....). 

wenn  also  hierin  über  i,  h  =  l,  2,  ...n  summirt  wird,  so  kommt 

^^s.BB  (p,  7=0, 1, .../,) , 

.    P       1 

und  diese  Doppelsumme  reducirt  sich  in  der  That  auf  das  Product  (S),  da 
erstens  für  p  <h 

^S,,  +  ,-B5  =  0  (p,  2=0,1,.../.). 

zweitens 


-S,,—      I     S^4-;,|  CP,    5=0,1,...    A-1) 

-^S,.  +  5-ß^=   |«,,'  +  5'|  \p\q'  =  0,l,...h^     ) 

(.■,t=l,ä,...r.), 

so   ist  wegen  der  Relationen  (Q)  auf  Grund  der  Definition  der  Grössen  A^^ : 


und  drittens 


ist.  —  Setzt  man 


ik  k( 


(.-,*= 1,2,...«) 

und  also 
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34£ 


\s,^,\=2^S,S, 


Vi    > 


"i    ' 


2Ä-1 


(j),  9=0,  1,  .  .  .  A-1;     p',  5'=0,  1,  .  .  .  A;     /i,  1,  i  =  l,  2,  .  .  .  n)  , 

SO  dass  das  Product  der  beiden  Determinanten  auf  der  linken  Seite  als  eine 
quadratische  Form  der  n  Grössen  S  ausgedrückt  erscheint,  deren  einzelne 
Coefficienten  Quadrate  von  Determinanten  sind.  Andrerseits  liefert  die  Glei- 
chung (U')  ganz  unmittelbar  eine  Darstellung  jeder  einzelnen  Determinante 
I  '^jjj-,  I  ^-Is  eine  Summe  von  Producten  je  zweier  Determinanten 

l^^f  |.|4f   I  (p=0,l,...A-l;.-,i  =  l,2,.,..), 

die  resp.  aus  je  h  Elementen  A^f  und  Aj^f  zu  bilden  sind;  und  zwar  ist 
für  diese  Elemente  der  obere  Index  p,  der  überhaupt  nur  h  Werthe  hat,  als 
der  eine  Index  zu  betrachten,  während  der  andere  durch  den  Complex  der 
beiden  unteren  Indices  i,  Je  vertreten  wird  und  demgemäss  n^  Werthe  hat, 
aus  welchen  je  h  auszuwählen  sind.  Ersetzt  man  hierbei  die  Grössen  J.'^' 
durch  al'^^-S^,  so  wird  jede  einzelne  Determinante  |s^+J  als  eine  homogene 
Function  der  n  Grössen  S  vom  Grade  27t  dargestellt,  in  welcher  jeder  der 
Coefficienten  eine  Summe  von  Determinantenquadraten  ist,  gebildet  aus  den 
Elementen  a'^\  Dies  ist  jene  von  Hrn.  Borchardt  herrührende  Deduction, 
welche  derselbe  für  den  Fall 


5,  =  S.-, 


S  =1 


in  seiner  bereits  citirten  Abhandlung  angewendet  hat,  und  die  Elemente  a'^' 

sind    auch    alsdann    mit    den    dort    eingeführten    Grössen  a'^^    vollkommen 
identisch.      Diejenige   Eigenschaft   derselben,    welche    in    der   Borchardf sehen 

Arbeit    den    Ausgangspunkt   bildet*),    findet    ihre    Analogie  in    der    für    alle 
Wurzeln  |  geltenden  Gleichung 

*)  Liouvüle's  Journal  Bd.  XII.  pag.  60  sqq.') 

•)  Borchardt's  Werke.    S.  26  sqq.  H. 


344  ÜBER  DIE  VERSCHIEDENEN  STÜRM'SCHEN  REIHEN 

und  diese  kann  ebenso  wie  (T')  aus  der  Fundamental-Formel  (T)  hergeleitet 
werden.  Wird  nämlich  in  (T)  auf  beiden  Seiten  nach  fallenden  Potenzen 
von  y  allein  entwickelt,  so  kommt 

2{x'-d,^-Äl:!)f,Jx)^f(x)2Alfx'  ,.,,■,*=!,  2....«,, 

WO  die  Summe  rechts  auf  alle  nicht  negativen  Zahlen  2^,  2  ^u  erstrecken  ist, 
welche  zusammen  die  Zahl  r  —  1  ergeben.  Setzt  man  hier  x  =  ^,  so  re- 
sultirt  die  zu  beweisende  Gleichung. 

Es   ist  im  Vorstehenden  durchweg  vorausgesetzt,   dass  f^^{3c)   und  f(x) 
keinen  gemeinsamen  Theiler  haben.     Unter  eben  dieser  Voraussetzung  kann 

S  f    {X)  f  (X) 

auch  die  Kettenbruchsentwickelung  von      '"/'',       an  Stelle  der  von    - —     zu 

°  rt«)  fix) 

Grunde  gelegt  werden.  Ist  diese  Entwickelung  regulär,  so  bilden  die  Pro- 
ducte  der  beiden  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  von  a?  in  je  zwei  auf- 
einanderfolgenden Eestfunctionen  eine  Stürmische  Keihe.  Die  Glieder  der- 
selben lassen  sich  ebenso  wie  die  irgend  einer  andern  Sturm' sehen  Eeihe  <S, 
welche  aus  erzeugenden  Functionen  3"a(*)  durch  die  Gleichung 

>   — ==  d.,<S,  (;,  i  =  i,2,...»o 

bestimmt  sind,  als  lineare  homogene  Functionen  der  n  Grössen  S  mit  qua- 
dratischen Coefficienten  darstellen  (cf.  Art.  III).  Wenn  nämlich  für  die  Func- 
tionen f5j(ä5),  indem  dieselben  nach  den  Functionen  f^^(;x)  entwickelt  werden, 
sich  die  Gleichungen 


ergeben,  so  kommt 


k 
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und  jedes  Glied  der  StHrni'schen  Reihe  @  findet  sich  hiernach  als  eine  Summe 
von  nur  n  Quadraten  dargestellt,  wenn  die  Sturm''sche  Reihe  S  aus  lauter  posi- 
tiven Einheiten  besteht  d.  h.  wenn  in  dem  Determinantenausdrucke  von  f{x): 

fix)  =  I  a;d^  —  A.^  \  c, i=i, 2, . . . «) 

die  Grössen  A.^  ein  symmetrisches  System  bilden.  In  diesem  Falle  bleiben, 
wie  aus  den  Gleichungen  (Q)  hervorgeht,  die  Functionen  f.J^x)  bei  Ver- 
tauschung der  beiden  Indices  ungeändert,  und  aus  der  Gleichung  (Q')  folgt 
alsdann 


U'i)n%)  =2hX'^f 


(*=1,  2,  ...«), 


so  dass  /■  (I)  und  /"(|)  für  alle  reellen  Wurzeln  |  gleiches  Vorzeichen  haben. 
Jene  aus  lauter  iiositiven  Einheiten  bestehende  »S7?/nH'sche  Reihe  -S"  ist  dem- 
nach eine  von  denjenigen,  welche  nach  der  oben  eingeführten  Ausdrucksweise 
zu  der  Gleichung  /'(a;)  =  0  selber  gehören ,  und  hieraus  folgt  einerseits  die 
Realität  der  silnmitlichen  Wurzeln  |  sowie  andrerseits  die  Regularität  der 
Kettenbruchsentwickelung  von  /^^  {x) :  f(x) . 


VIII. 

Die  Vertauschbarkeit  der  beiden  Functionen,  zu  denen  die  Stnrm'schen  Reihen 

gehören. 

Die  Charakteristik  eines  Systems  von  drei  Functionen  zweier  Varialjeln  x 
und  y  ist  ursprünglich  nur  für  den  Fall  definirt,  wo  die  drei  Functionen 
gleich  Null  gesetzt  geschlossene  Curven  reprilseutiren.  Um  den  Begriff  der 
Charakteristik  auf  das  oben  pag.  307,  310  etc.  vorkommende  System 

{y,  f{x)  —  ij ,  f,{x)  —  y) 

übertragen  zu  können,  braucht  mau  die  drei  Linien 

2/  =  0,     y  =  f{x),     y=f^{x) 
L.  Kroneckor'B  Worke  I.  44 
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nur  auf  die  Weise  in  geschlossene  Curveu  zu  verwandeln,  dass  man  irgend 
zwei  Punkte  auf  je  einer  dieser  drei  Linien,  zwischen  denen  sämmtliche 
Punkte  belegen  sind,  in  denen  sie  die  beiden  andern  schneidet,  durch  eine 
beliebige  Linie  mit  einander  verbindet,  und  dass  man  alsdann  diejenigen  ins 
Unendliche  verlaufenden  Stücke  der  ursprünglichen  Linie  weglässt,  welche 
jenseits  der  beiden  neu  verbundenen  Punkte  liegen.  Hierbei  kann  so  ver- 
fahren werden,  dass  z.  B.  für  die  Curve  ij  =  f{x:),  wenn  der  Grad  von  f{x) 
eine  grade  Zahl  ist,  die  Anzahl  der  Durchschnittspunkte  mit  der  x-kxe  nicht 
vermehrt  wird,  dass  ferner,  wenn  der  Grad  von  f(x)  eine  ungrade  Zahl  ist, 
nach  dem  letzten  Durchschnittspunkt  mit  der  x-Axe  noch  ein  neuer  hinzu- 
kommt, welcher  dann  als  Aus-  oder  Eintrittsstelle  jenem  entgegengesetzt 
charakterisirt  ist.     Die  Charakteristik  des  Systems 

(2/,  fi^)  -y,  f\{x)~y) 

ist  sonach  für  grade  Zahlen  n  gleich  \  {^K  —  ®) ,  diese  Buchstaben  in  der 
Bedeutung  wie  im  Art.  I  (B)  genommen,  und  aber  für  ungrade  n  gleich 
^  (2t  —  ®  +  !)•  Auch  führt  die  vorstehend  angegebene  Verwandlung  von  un- 
gesehlossenen  Linien  in  geschlossene  in  Verbindung  mit  den  Fundamental- 
eigenschaften der  Charakteristik,  wie  ich  dieselben  im  Art.  II  meiner  Arbeit 
„über  Systeme  von  Functionen  mehrer  Variabein"*)  dargelegt  habe,  wiederum 
zu  dem  oben  im  Art.  I  entwickelten  Sturm'' ^ohen  Verfahren,  welches  dabei 
unter  einigermassen  veränderten  und  allgemeineren  Gesichtspunkten  erscheint. 

Es  erhellt  unmittelbar  aus  der  Begriffsbestimmung  der  Charakteristik, 
dass  dieselbe  für  zwei  Functionensysteme 

[y -  /(-i-)  —  y,\{x)-y),     (2/ •  f (^)  —  2/ ,  —  /'(*■)  +  .'/) 

identisch  ist.  Wenn  also  die  beiden  Functionen  f{x)  und  \(x)  von  gleichem 
Grade  sind,  so  dass  die  zum  Sclüiessen  der  Curven 


*)  Monatsbericht  vom  März  1809.') 

')  Band  I  S.  179 — 182  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneckcr's  Werktn.  H. 
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erforderliche  Ergänzung  für  beide  in  derselben  Weise  geschehen  kann,  so  ist 

(V)  3I-e  =  §l'^®', 

falls  unter  2t'  und  ©'  resp.  die  Anzahl  der  Aus-  und  Eintrittsstellen  ver- 
standen wird,  an  denen  die  a;-Axe  die  Curve  tj  =  ^(oc)  passirt,  und  falls 
hierbei  die  verschiedenen  Theile  der  Ebene  als  innere  oder  äussere  gelten, 
je  nachdem  das  Product 

(W)  ^y  -  f(:c))(y  -  \(X)) 

positiv  oder  negativ  ist.  Die  Gleichung  (V)  geht  übrigens  auch  unmittelbar 
aus  folgender  Betrachtung  hervor:  Durch  die  Gesammtheit  der  beiden  Curven 

y  =  f{x),   y  =  K'^) 

wird  die  Ebene  in  zwei  Theile  geschieden,  so  dass  in  dem  einen  das  Pro- 
duct (W)  positiv,  in  dem  andern  negativ  ist;  die  a;-Axe  muss  daher  die  ge- 
sammte  Begrenzung  dieser  beiden  Theile  d.  h.  also  die  beiden  Curven  y  =  f{x) 
und  y  =  f  (-c)  ebenso  oft  in  dem  Sinne  passiren,  dass  sie  in  einen  der  beiden 
Theile  eintritt  als  in  dem  entgegengesetzten  Sinne,  nämlich  so,  dass  sie  aus 
demselben  Theile  wieder  heraustritt.  Es  kann  nun  bei  der  Definition  der  zu 
den  Functionen  f{x),  f  {x)  gehörigen  5'/«rw<'schen  Reihen,  wie  dieselbe  oben 
im  Art.  II  aufgestellt  worden  ist,  von  jeder  Voraussetzung  über  die  Coeffi- 
cienten  der  höchsten  Potenzen  von  x  abgesehen  und  überdies  unbeschadet 
der  Allgemeinheit  angenommen  werden,  dass  beide  Functionen  von  gleichem 
Grade  seien,  da  z.B.  f(x)-\-f{x)  in  der  Definition  an  die  Stelle  von  f^{x) 
gesetzt  werden  kann,  wenn  f^{x)  von  niedrigerem  Grade  ist  als  f{x).  Dies 
vorausgeschickt  seien 

S^,  o j ,  .  .  .  S^ 

die  Glieder  irgend  einer  zu  den  Functionen  w'°°  Grades  f{x),  \{x)  gehörigen 
JSturm''schen  Reihe  und  es  seien  ferner 

44* 
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s;,  s.^,  ...s„ 

die  Glieder  einer  zu  den  Functionen  f(a;),  — f{x)  gehörigen  Sturm'' sehen 
Eeihe;  endlich  seien  in  der  ersten  dieser  beiden  Reihen  '^  positive  und  ^ 
negative,  in  der  zweiten  aber  'iß'  positive  und  91'  negative  Glieder.  Alsdann 
ist  wie  im  Art.  II 

sß  _  5^  =  ?I  —  g  ,        ^p'  -  3i'  =  51'  -  ©' 
und  folglich  vermöge  der  Gleichung  (V) 

Da  also  der  Ueberschuss  der  Anzahl  der  positiven  über  die  der  negativen 
Glieder  in  den  beiden  -S'^wrm'schen  Eeihen  S  und  S'  derselbe  ist,  so  kann 
jede  zu  Functionen  gleichen  Grades  /"(i;),  \(x)  gehörige  Sfurnische  Reihe  im 
weitesten  Sinne  des  Wortes  zugleich  als  zu  den  Functionen  f(.r),  —  f(^x)  ge- 
hörig betrachtet  werden,  und  die  Vertauschung  der  beiden  Functionen,  zu 
denen  eine  Sturm'scb.e  Reihe  gehört,  ist  also  unter  der  Bedingung  gestattet, 
dass  gleichzeitig  das  Vorzeichen   einer  der  beiden  Functionen  geändert  wird. 
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ÜBER  SCHAAREN  VON  QUADRATISCHEN  UND  BILINEAREN 

FORMEN. 

[Gelesen  in  tlti-  Akademie  der  Wissenschaften  am  19.  Januar  1874.] 

In  einer  am  18'"°  Mai  1868  vorgetragenen  und  im  Monatsberichte 
veröffentlichten  Abhandlung  hat  Hr.  Weierstrass  das  allgemeine  Problem  der 
gleichzeitigen  Transformation  von  zwei  quadratischen  Formen  in  zwei  andere 
fast  vollständig  erledigt,  indem  einzig  und  allein  der  Fall  ausgeschlossen 
blieb,  wo  die  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegte,  a.  a,  0.  p.  310  mit  [P,  Q] 
bezeichnete  Determinante  identisch  verschwindet.  In  derselben  Sitzung  der 
Akademie  habe  ich  unmittelbar  an  den  Weierstrass' sehen  Vortrag  eine  Mit- 
theiluug  geknüpft'),  in  deren  zweitem  Theile  jener  unerledigt  gebliebene  Fall 
behandelt  und  ein  allgemeiner  Ausdruck  für  die  Systeme  von  quadratischen 
Formen  mit  verschwindender  Determinante  [P,  Q]  gegeben  ist,  wälirend  der 
erste  Theil  sich  mit  Fällen  beschäftigt,  in  denen  beide  Formen  gleichzeitig 
in  Summen  von  Quadraten  transformirbar  sind  und  die  Entwickelung  einer 
ebenso  allgemeinen  als  einfachen  Methode  zur  Herleitung  einer  solchen  Trans- 
formation enthält.  Ich  habe  in  der  erwähnten  Mittheilung  die  Gesammtheit 
der  quadratischen  Formen,  welche  entstehen,  indem  man  zwei  quadratische 
Formen  mit  beliebigen  Constanten  multiplicirt  und  zu  einander  addirt,  eine 
Schaar  genannt.  Werden  nun  überhaupt  nach  zahlentheoretischer  Weise 
zwei  homogene  Formen  als  äquivalent  bezeichnet,  sobald  dieselben  durch 
eine  lineare  Substitution  der  Variabein  in  einander  transformirbar  sind,  und 
werden  ferner  alle  äquivalenten  Formen  zu  einer  „Classe"  gerechnet,  so  lässt 


')  Ueber  Schaaren  quadratischer  Formen.    Bd.  1  S.  163 — 174  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's 
Werken.  fl. 
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sich  der  Begriff  der  Aequivalenz  und  der  Classe  unmittelbar  auf  die  „Schaaren 
quadratischer  Formen"  übertragen.  Da  nämlich  eine  aus  zwei  quadratischen 
Formen  q>{oCj^,  x^,  .  .  .)  und  ^(a?!,  a?»,  .  .  .)  entstehende  Schaar  durch  den 
Ausdruck 

ucp  -[-  vip 

repräsentirt  werden  kann,  wo  ^l,  v  zwei  Variable  bedeuten,  so  sind  zwei 
Schaaren  uq)-\-vip,  u' (p' -\- v' i>'  als  einander  äquivalent  und  zu  derselben 
Classe  gehörig  zu  bezeichnen,  wenn  die  beiden  Ausdrücke 

Uq>{x^,   X.^,   ...)  +  V1P{X^,   X^,   ...),  M>'(^i.   <;    ..)-\-v'-i)'{x[,   x'^,   .  .  .) 

resp.  als  homogene  Formen  der  Variabein  u,  v,  x^,  x.^,  ...  und  u',  v' ,  x[,  xl_,  ... 
in  einander  transformirbar  sind,  dergestalt,  dass  die  Variabein  u,  v  für  sich 
in  die  Variabein  u' ,  v'  und  die  Variabein  x  in  die  Variabein  x  durch  lineare 
Substitutionen  übergehen.  Bilineare  Formen  können  hierbei  als  specielle 
Arten  quadratischer  Formen  einer  graden  Anzahl  von  Variabein  betrachtet 
werden,  aber  die  linearen  Transformationen  sind  alsdann  der  Beschränkung 
zu  unterwerfen,  dass  die  eine  wie  die  andere  Hälfte  der  Variabein  nur  für 
sich  transformirt  werde,  und  hiernach  ist  auch  der  Aequivalenz-  und  Classen- 
begriff  zu  modificiren. 

Nach  diesen  begrifflichen  Festsetzungen  gelangt  man  mit  Hilfe  der 
erwähnten  Weierstrass'sQh.eu  Untersuchungen  und  derjenigen,  welche  ich  selbst 
ergänzend  daran  geknüpft  habe,  zu  der  Einsicht,  dass  jede  Classe  von  Schaaren 
quadratischer  Formen  durch  eine  Reihe  von  Classen  binärer  homogener  For- 
men charakterisirt  wird,  welche  deshalb  als  „die  Reihe  oder  das  System  von 
determinirenden  Classen"  bezeichnet  werden  soll.  Die  Reihe  enthält  genau 
so  viel  Glieder  als  die  Schaar  Variabein  enthält.  Das  erste  Glied  derselben 
wird  durch  die  Classe  binärer  Formen  m'°°  Grades  von  u,  v  gebildet,  zu  der 
die  Determinante  der  eine  Schaar  repräsentirenden  quadratischen  Form 

U(p{x^,  x^,  .  .  .  a; J  -f  viij(x^,  x.^,  ...  ajj 

gehört.     Das  folgende  Glied  entsteht  ebenso  aus  dem  grössten  gemeinsamen 
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Theiler  der  ersten  Unterdeterminanten,  welche  sämmtlich  homogene  Formen 
(w  —  1)'°°  Grades  von  m,  v  sind;  das  nächstfolgende  Glied  wird  in  derselben 
Weise  aus  den  zweiten  Unterdeterminanten  hergeleitet  u.  s.  f.  Ich  bemerke 
bei  dieser  Gelegenheit,  dass,  wie  hier,  so  die  algebraischen  Invarianten  über- 
haupt in  ihrer  wahren  Allgemeinheit  nur  aus  grössten  gemeinsamen  Theilern 
von  ganzen  Functionen  gegebener  Elemente  herzuleiten  und  keineswegs,  wie 
bisher  angenommen  wurde,  durch  literale  Bildungen  zu  erschöpfen  sind.  Ich 
bin  hierauf  schon  vor  einer  langen  Reihe  von  Jahren  bei  meinen  Unter- 
suchungen über  die  Discriminante  von  algebraischen  Gleichungen  geführt 
worden,  sowie  später  bei  meiner  Arbeit  über  lineare  Transformationen,  welche 
ich  im  October  1868  der  Akademie  mitgetheilt  habe.  Die  bezüglichen  Resul- 
tate hal^e  ich  zwar  nicht  durcli  den  Druck  veröffentlicht,  aber  durch  meine 
an  der  hiesigen  Universität  gehaltenen  Vorlesungen  in  weitere  Kreise  verbreitet. 

Die  einzelnen  Glieder  jener  „Reihe  von  determinirenden  Classen"  können 
sich  auf  Classen  von  Formen  einer  Variabein,  ja  selbst  auf  blosse  Constanten 
reduciren,  welche  der  Natur  der  Sache  nach  nur  als  Null  oder  Eins  anzu- 
nehmen sind.  Das  erste  Glied  der  Reihe  kann  sich  nur  dann  auf  eine  Con- 
stante  reduciren,  wenn  es  verschAvindet;  die  in  gewissem  Sinne  einfachsten 
Schaaren  quadratischer  Formen  von  n  Variabein  werden  demgemäss  durch 
eine  der  beiden  Reihen  determinirender  Classen 

(m",  1,  1,  ...  1)         oder         (O,  1,  1,  ...1) 

charakterisirt  und  sollen  im  Anschluss  au  einen  von  Hrn.  Weierstrass  ein- 
geführten Ausdruck  ,, elementare  Schaaren"  genannt  werden,  weil  bei  ihnen 
nicht  mehr  als  ein  „Elementar-Theiler"  vorhanden  ist.  Wird  diese  Ausdrucks- 
und Bezeichnungsweise  auch  für  den  Fall  « =  1  beibehalten,  wiewohl  sie 
alsdann  nur  noch  in  uueigentlichem  Sinne  anwendbar  ist,  so  lassen  sich  die 
Resultate,  welche  in  der  wiederholt  erwähnten  Arbeit  des  Hrn.  Weierstrass 
imd  in  dem  zweiten  Theile  meiner  eigenen  daran  angeschlossenen  Bemer- 
kungen enthalten  sind,  folgendermassen  formulii'en: 

A)  Zu   äquivalenten   Schaaren    gehört  eine   und   dieselbe   Reihe    von 
determinirenden  Classen,  und  wenn  für  zwei  Schaaren  die  Reihe 

L.  Kronecker'ä  Werke  I.  45 
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der  determinirenden  Classen  genau  dieselben  Glieder  und  darunter 
keine   oder  nur  eine  Null  enthält,   so   sind   dieselben   äquivalent. 

B)  Jede  Schaar  von  quadratischen  Formen  ist  ein  Aggregat  von  ele- 
mentaren Schaaren;  d.  h.  für  jede  Schaar  u(p  +  vtjj  besteht  eine 
Gleichung 

ucp  +  v4)  =^('M,.qp^  +  v^,il)^)  a=i,  2,  s. . .), 

k 

in  welcher  jedes  einzelne  Glied  auf  der  rechten  Seite  eine  ele- 
mentare Schaar  repräsentirt,  während  die  Grössen  u^,  v^  sämmt- 
lich  lineare  homogene  Functionen  der  zwei  Variabein  u  und  v 
bedeuten. 

C)  Jede  Classe  elementarer  Schaaren  von  n  Variabein  kann  durch 
zwei  Grundformen  folgender  Gestalt  repräsentirt  werden 

*'i^2  ~r  -^s-^i  ~r  ■  '  ■ )        -*'2^3    I    '^1^5  ~r  ■  ■  "  ) 

wo  die  eine  mit  x,^_^x^,  die  andere  mit  '^„_2*„-i  +  '^'^l  ab- 
schliesst  und  rf  =  0  oder  1  ist;  der  Werth  rf  =  0  ist  für  eine 
grade  Anzahl  der  Variabein  jedoch  nur  dann  zuzulassen,  wenn 
die  Formen  bilinear  sind  und  als  solche  behandelt  werden. 

Ich  habe  sehr  bald,  nachdem  die  beiden  Arbeiten  über  bilineare  und 
quadratische  Formen  am  18.  Mai  1868  der  Akademie  vorgelegt  waren,  die 
Resultate  derselben  in  der  hier  entwickelten  Gestalt  vereinigt  und  diese  auch 
damals  meinem  Freunde  Weierstrass  mitgetheilt.  Da  indessen  diese  Ver- 
einigung keinerlei  Schwierigkeiten  darbot,  so  hatte  ich  auch  keine  Veran- 
lassung zu  deren  Publication.  Aber  mit  jeuer  veränderten  Gestalt  und  Zu- 
sammenfassung der  auf  die  simultane  Transformation  zweier  quadratischen 
Formen  bezüglichen  Resultate  war  unmittelbar  die  Aufforderung  gegeben, 
zu  versuchen,  ob  auch  im  allgemeinen  Falle  jene  einfache  Herleitungsmethode 
brauchbar  sei,  welche  ich  im  ersten  Theil  meiner  erwähnten  Arbeit  für  be- 
sondere Fälle  entwickelt  habe,   wo   bei   der  ßeduction  einer  Schaar  von  qua- 
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dratischen  Formen  auf  ein  Aggregat  elementarer  Schaaren  lauter  Formen 
einer  Variabein  d.  h.  lauter  einzelne  Quadrate  auftreten.  Meine  Bemühungen 
waren  zu  jener  Zeit  im  Sommer  1868  erfolglos;  als  ich  jedoch  vor  einigen 
Monaten  bei  Gelegenheit  allgemeinerer  Untersuchungen,  von  ganz  anderen  Ge- 
sichtspunkten ausgehend,  den  erwähnten  Gegenstand  wieder  aufnahm,  gelang 
es  mir,  jene  Reductionsmethode  in  der  That  dahin  zu  erweitern,  dass  mittels 
derselben  jede  beliebige  Schaar  quadratischer  oder  bilinearer  Formen  auf  ein 
Aggregat  von  elementaren  Schaaren  zurückgeführt  wird.  Ich  setzte  dies 
damals  in  wissenschaftlichen  Gesprächen  meinem  Freunde  Kummer  auseinander 
und  hegte  die  Absicht,  bei  grösserer  Müsse  eine  ausführliche  Arbeit  über  den 
beregten  Gegenstand  der  Akademie  vorzulegen;  aber  eine  inzwischen  er- 
schienene Publication  des  Hrn.  C.  Jordan  giebt  mir  Veranlassung,  die  heutige 
erste  Classensitzung  zu  einer  Mittheilung  meiner  Reductionsmethode  zu  be- 
nutzen. 

I. 

Es  sei 

fiVi ^  y.,  ■■■  y,) 

eine  quadratische  Form,  deren  Determinante  von  Null  verschieden  ist.  Die 
Variabein  y  mögen  irgendwie  in  zwei  Gruppen  getheilt  sein: 

Vi, .'/.,,  ■••2/„;   y,.+,,  2/^,+2,  ■■■y,- 

Alsdann  lässt  sich  /',  wie  ich  schon  in  meiner  Mittheilung  vom  Mai  1868 
p.  339  erwähnt  habe'),  auf  eine  der  beiden  Formen  bringen: 

y''  -f  f'        oder       y^y  +  f' , 

wo  v/j  eine  (von  7/,  nicht  unabhängige)  lineare  Function  der  Variabein  y, 
y'  dagegen  eine  lineare  Function  derjenigen  Variabein  y  bedeutet,  deren  Index 
grösser  als  Eins  ist.  Die  erste  der  Variabein  y,  welche  in  der  linearen 
Function  y'  wirklich  enthalten  ist,  kann,  je  nachdem  sie  der  ersten  oder  der 
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zweiten  Gruppe  augehört,  als  die  Variable  y_^  oder  ?/  angenommen  werden. 
Wenn  demgemäss  y'  mit  dem  Indes  2  oder  ft  +  1  versehen,  an  Stelle  von 
w  oder  »  ,  in  f  eingeführt,  und  alsdann  der  Factor  von  y'  oder  //'  ,  mit  w' 
bezeichnet  wird,  so  bleibt  von  /"nach  Absonderung  des  Productes  y' i/l  oder 
y[y'u+i  ^1^^'  iiocl^  6ine  von  y^  und  resp.  von  t/.,  oder  ;/  unabhängige  qua- 
dratische Form  der  Variabein  y  übrig. 

Durch  Fortsetzung  des  angegebenen  Verfahrens  gelangt  mau  zu  einer 
Transformirten  von  f,  bei  welcher  in  jeder  der  beiden  Gruppen  von  Variabein 
noch  zwei  Abtheilungen  zu  unterscheiden  sind: 


Vi,  y-i, 

■  ■•y/^-x'i    y„^;._|_i!  :!/^-A-|.2»  • 

■  •  y,..  ■' 

y',+r 

>    2'/,+2'    • 

•  ■  2/,,  +  ;.  )      VfiJ^x  +  l '   üfi  +  z.  +  i  ! 

•  ■     y', 

und  es  kommt 

f-f,+  f\  +  f,, 

wo  /  eine  quadratische  Form  der  Variabein  der  ersten  Abtheilung  und  f 
eine  quadratische  Form  der  Variabein  der  letzten  Abtheilung  bedeutet,  wäh- 
rend f  in  Beziehung  auf  die  beiden  mittleren  Abtheilungen  bi  linear  ist, 
nämlich : 

fx = 2/;,-;,+iy;+i + 2/;_;.+äZ/^+o  -\ — \-  «/;,<+;.  • 

Jede  der  Variabein  y'^  ist  hierbei  eine  lineare  Function  von  y^  und  den 
darauf  folgenden  Variabein  y,  und  zwar  so,  dass  darin  der  Coefficient  von  y^ 
von  Null  verschieden  ist.  Die  Form  f^  besteht  nur  aus  Quadraten  der  ein- 
zelnen Variabein  y'  und  aus  Producten  je  zweier. 


IL 

Es  sei 

eine  quadratische  Form  von    ( j^  + 1 )    Variabein  z,  und  deren  Determinante  D 
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von  Null  verschieden,  ferner  sei  B^  die  Determinante  der  Form  von  v  Variabein 

Alsdann  verschwindet  die  Determinante  der  quadratischen  Form 

D,F-Dzl, 

und  diese  lässt  sich  daher  als  eine  quadratische  Form  von  v  linearen 
Functionen 

darstellen.     Dies  gilt  übrigens  auch,  wenn  jD  =  0  ist. 

Für  den  Fall  B„  =  0  ist  eine  der  v  partiellen  Ableitungen  von 
F{0,  z^,  ...2,,)  eine  lineare  Function  der  übrigen.  Wenn  demgemäss  die 
nach  2j  genommene  Ableitung  als  lineare  Function  der  nach  z^,  z^,  ...  ge- 
nommenen resp.  die  Coefficienten  b^,  h^,  ...  hat,  so  kommt 

F(0  ,£,,...  z)  =  F{0 ,  0 ,  .-,  +  K^, ,  ■  •  •  ^.  +  ^..^.) , 
und  die  Form  F{Zq ,  z^,  •  ■  •  ^ J  erhält  also ,  wenn 

<.=  ^A.  +  '^*^l  (*  =  2,S,....) 

gesetzt  wird,  die  Gestalt 

^oK^o  +  «1^1  +  «2^2  H V  ^X)  +  -^'"(0,  0,  4,  . . .  z'J . 

Da  die  Determinante  von  -Z'X'^o'  ^i>  •••^y)  von  Null  verschieden  vorausgesetzt 
ist,  so  kann  weder  der  Coefficient  a^  verschwinden  noch  auch  die  Determi- 
nante der  Form  von  v  —  1  Variabein,  welche  den  zweiten  Theil  dieses  Ausdruckes 
bildet.  Nimmt  man  das  Glied  a^z^z^  davon  hinweg,  so  bleibt  demgemäss 
eine    quadratische    Form    der    v  Variabein    z^,  z',,  z'^,  ...  zl, ,    für    welche    die 
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obigen  Bedingungen  erfüllt  sind,  die  also,  wenn  ein  bestimmtes  Vielfaches 
von  z^,  abgezogen  wird,  als  eine  quadratische  Form  von  v  —  1  Grössen 

darstellbar  ist.  Hieraus  folgt,  dass  sich  eine  quadratische  Form  der  Va- 
riabein z^,  2, ,  ... z^,  stets  auf  eine  der  beiden  folgenden  Formen  bringen  lässt 

wo  5  i^iiid  %'  resp.  nur  v  und  v  —  1  Variabein  enthalten.  Wenn  man  nun 
diese  Formen  ebenso  transformirt  und  so  weiter  verfährt,  bis  die  ersten 
ft  Variabein  z  resp.  die  durch  Transformation  daraus  entstandenen  Variabein  z' 
sämmtlich  herausgehoben  sind,  dabei  aber  jedes  Mal  an  Stelle  von  z^  die 
erste  der  dazu  geeigneten  Variabein  nimmt,  so  gelangt  man  zu  folgendem 
Resultat:  Eine  quadratische  Form  von  v  -\-  l  Variabein  z,  welche  irgendwie 
in  zwei  Gruppen 

eingetheilt  sind,  lässt  sich  durch  Substitutionen 

^k  ""   ^k,k^k~^  ^k,k~l"k-l  +   ■   ■   •   +   fA.,0^0 

in  eine  quadratische  Form  der  Variabein 

so  transformiren,  dass  die  neue  Form  als  ein  Aggregat  von  vier  verschiedenen 
Theilen  erscheint,  nämlich  in  der  Gestalt 

'J  !;  I  k,  p 

wo    unter   z' ,  z'.,  z'.,  z'    die   sämmi  liehen   verschiedenen  Variabelu  der   ersten 
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Gruppe,  unter  s^  gewisse  Variabein  der  zweiten  Gruppe  zu  verstehen  sind, 
während  f^  eine  quadratische  Form  von  den  übrigen  Variabein  der  zweiten 
Gruppe  bedeutet. 


111. 

Es  seien 

93  (ar, ,  x^,  ...  xj         und         ^(^„+1 ,  ^,„+-. ,  •  •  •  ^ J 

zwei  quadratische  Formen,  ihre  Determinanten  von  Null  verschieden  und  m 
sei  kleiner  als  n.  Wird  die  Gesammtheit  der  in  9  aber  nicht  in  M>  ent- 
haltenen Variabein  x^,  x^,  ...  a;,„  als  erste  Gruppe  angesehen,  so  kann  (p 
nach  Art.  I  in  ein  Aggregat  transformirt  werden,  dessen  einzelne  Theile  durch 
eine  ZerfilUung  der  neuen  Variabein  x'  in  fünf  Abtheilungen  zu  charakteri- 
siren  sind: 

Xj,  x^,  ...  x^i. ; 

^2*+l  '    ^2*+2'    •  •  •  ^m-l  5 
^m-(+l'    ^m-l  +  2'    •  •   •  ^m  ' 


"+'+1'    •"«  +  (+ 2' 


und  zwar  wird 


wo 

^0=-^=^;  ■'■■'+*  (-  =  12,...*) 

9)j  ^^JC'.^  (.•  =  2*+l,  2i  +  2,  .  .  .  m-t) 

(p.^=^x[^x'.  ( i  =  m  + 1,  m  +  2.  .  .  .  m  +1) 

und  9)3   eine   quadratische  Form   der  Variabein  x'  der   fünften  Abtheilung  ist. 
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Jede    der    neuen   Variabein  x'   ist    hierbei    eine    lineare   Function    der    gleich- 
namigen Variabein  x  und  derer,  die  darauf  folgen. 

Werden  die  Veränderlichen  x'  nun  auch  in  4^  eingeführt,  so  gehören 
die  darin  vorkommenden  Grössen  x'  sämmtlich  der  vierten  und  fünften  Ab- 
theilung an  und,  falls  r>n  ist,  noch  einer  sechsten,  welche  durch  die  In- 
dices  n  +  1,  n-\-2,  ...r  charakterisirt  vpird.  Wenn  man  also  die  Form  ir 
gemäss  Art.  II  transformirt,  indem  man  jene  vierte  Abtheilung  der  Variabein 
als  erste  Gruppe  betrachtet,  so  resultirt  eine  weitere  Zerlegung  jener  vierten, 
fünften   und   sechsten   Abtheilung,    die    durch   folgende  Unterabtheilungen   der 


m  +  1 ,  vb  -\-  2 ,  . . .  m  -\-  2t; 

w  +  2!  +  1 ,  m  -I-  2f  +  2 ,  ...m  +  l—i; 

m+  1—1+  l,  ni  +  l  —  i-\-  2,  . . .  m  +  l  —  i' ; 

m-\-l—l'-\-l,  m  +  l—l'  +  2,  ...m  +  l; 

m  +  l+  1,  m  +  ?  +  2,  .  . .  w -f  /  +  l' ; 

m  +  Z  +  r  +  1 ,  m  +  l-{-{'  +  2,  ...n; 

M  H- 1 ,  w  +  2 ,...«  + 1  —  r ; 

«  +  r  —  r  +  1 ,  M  +  I  -  r  +  2 ,  .  .  .  r; 


und  zwar  wird 


t  =  ii>',  + 1[' + 1:,  +  ^',  + 1^ , 


A 
ll^['=^xj/''  (/,  =  m  +  2t  +  l.,„  +  2r  +  2,.  ..m  +  i-I) 


^:=^<+,_;,<+t_,  ("='-1.  '-=*.  •  ■  •  n 
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und  ^i'  eine  quadratische  Form  der  in  der  letzten  und  drittletzten  Ab- 
theilung enthaltenen  Variabein  x"  ist.  Jede  der  Variabein  x"  unterscheidet 
sich  von  der  gleichnamigen  Variabein  x'  nur  durch  eine  lineare  Function 
derjenigen  Veränderlichen,  deren  Indices 

w*  +  1,  »*  +  2,  ...m  +  l  +  V 

sind,  soweit  diese  Veränderlichen  x'  auch  in  der  quadratischen  Form  g?  vor- 
kommen. Wenn  also  die  Grössen  x"  in  9?  eingeführt  werden,  wobei  g)„ 
und  9,  natürlich  ungeändert  bleiben,  so  geht  9^  "iber  in 

A 

wo   die  Grössen  x°  lineare  Functionen    der   sämmtlichen  /  Variabein   x 

m-l  -f-rt 

sind,  und 

verwandelt  sich  in  eine  quadratische  Form 

'Pi  K^m  +  l+l  >   ^m  +  l+2>    ■  •  ■   ^n  ) 

und  noch  ein  Aggregat  von  Gliedern,  deren  jedes  eine  der  Grössen 

als  Factor  enthält.  Hiernach  wird,  wenn  an  Stelle  der  l  Variabein  a;"  ge- 
eignete Grössen  x"  eingeführt  und  der  Gleichförmigkeit  halber  auch  den 
ersten  m  —  l  Grössen  x'  zwei  oljere  Striche  beigefügt  werden, 

9  =  %  +  f'i  +  'P'i  +  9)3' 
und 

L.  Kroneckor's  Werke  L  46 
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%=^<K+k  (/,  =  !,  2,....) 

h 

qPj  =S X"  («  =  2*+l,2A  +  2,  ..  .>«-() 

h 

'P2=^<u-^  +  ,.<[+„  (*  =  V2,...0, 

h 

Während  tp'^'  eine  quadratische  Form  derjenigen  Variabein  x"  ist,  deren 
Indices  grösser  als  m  +  /  sind.     Dabei  kann  noch 

gesetzt  werden,  wo  die  verschiedenen  Tlieile  rechts  den  Formen 

in  der  Weise  entsprechen,  dass  sie  dieselben  Grössen  o;"  ;^  enthalten,  dass 
also  z.  B. 

wird.  Hieraus  geht  hervor,  dass  von  einer  Schaar  utp  -{-  vip  nach  geeigneter 
Transformation  der  Variabein  Theile  von  folgender  Art  abgesondert  werden 
können : 

ux^  x^ ,      tixl'^ ,      u(x^ x,^  +  xlx'^)  +  vxlx".  , 

UX^X,^  +  ^^r  '  ^!^a^n  +  ^^'h^p  ' 

wo  xl,  xl  ausschliesslich  in  9?  enthaltene  Variabein  bedeuten,  x'l,  a;."  gewisse 
von  den  in  tp  und  ip  vorkommenden  Variabein,  und  x"  gewisse  von  den- 
jenigen,  welche  nur   in   t  enthalten   sind.     Es  bleibt  alsdann  noch  der  Theil 

M9'2  3+  ■'-''''3    +«903'  +^^i 

übrig,  d.  h.  eine  Schaar,  deren  beide  Grundformen  (pl\  +  tp'^  und  ^g'  +  4>['  bei 
vereinfachender  Aenderung  der  Indices  folgende  Gestalt  annehmen: 
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k 

Die  Summationen  sind  hierbei  über  A  =  l,  2,  ...  (x  zu  erstrecken,  und 
unter  <p",  ip"  sind  quadratische  Formen  der  bezüglichen  Variabein  zu  ver- 
stehen. 

IV. 

Bedeuten  /!,,,,  i»  f>y+2'  •••  homogene  lineare  Functionen  von 
^2»+i'  ^2.+2'  •••  u"^  *'  ^  homogene  Functionen  zweiten  Grades,  deren 
letztere  aber  von  den  ersten  v  Grössen  x  unabhängig  ist,  so  können  die 
beiden  quadratischen  Formen 


(-*=!,  2,..  .  ») 


W  ^^Ä.  +  *  +    ^(^2,.  +  l>    ^2.+  2'    •  •  •) 

k 

durch  gleichzeitige  lineare  Transformation  in 

k 


übergeführt  werden.  —  Sondert  man  nilmlich  zuerst  von  /'^  den  ganzen 
Theil  ab,  welcher  keine  der  Grössen  x^^_^^,  ^^3,^2'  •••  enthält,  und  welcher 
mit  f^  bezeichnet  werden  möge,  so  kann,  da  die  Determinante  von  W  als 
von  Null  verschieden  vorauszusetzen  ist,  gemäss  der  im  Eingang  von  Art.  II 
gemachten  Bemerkung,  der  Ausdruck 

(/».-l-I  f2,,4.i)^,.+  ,  +    'f(^3.+  l-    ^3v4-2'    •••)> 

als  quadratische  Form  von  x^._^_^  und  oc^^,_^_^,  x^,._^.,,  ...,  auf  die  Gestalt 

46* 
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gebracht  werden,  wo 

^3v  +  /,=  ^3,.  +  /,+  ^A  +  l  (*  =  1,2,3....) 

ist.  Wird  hiernach  in  gleicher  Weise  derjenige  Theil  der  mit  :t;,^^  mul- 
tiplicirteu  linearen  Function  weggeschafft,  welcher  ^«3,^1,  x'iy+2>  ■••  enthält, 
lind  dieses  Verfahren  immer  weiter  fortgesetzt,  so  treten  schliesslich  an  die 
Stelle  der  Variabein  x^^_^^,  Xg^_^^,  .  .  .  neue  Veränderliche  xl^_^^,  x^^^^^,  .  .  ., 
welche  sich  von  jenen  nur  durch  lineare  Functionen  von 

unterscheiden,  und  die  Form  (33)  verwandelt  sich  in 

i  =  l 

WO  F  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  und  a;"^^.  eine  homogene 
lineare  Function  der  Variabein 

^,--1-1)    ^,.  +  2'    •  •  •    ^3i' 

bedeutet.     Durch  Einführung  neuer  Variabein 

00  ,0 

^2v  +  l'    ^2r+2'    •  ■  •    Sv    ' 

deren  jede  von  der  gleichnamigen  Veränderlichen  x  nur  um  eine  lineare 
Function  von 

^,.+  1'    ^v  +  2'     ■  •  •  ^2v 

differirt,  können  endlich  die  ersten  beiden  Theile  der  Form  (58')  vereinigt 
werden,  so  dass  sie  die  obige  Gestalt  (95)  annimmt. 
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Da  jede   der  Variabein    x,^i,  >p,,+2'  •••    sich   von   der   gleichnamigen 
Veränderlichen  a;**  nur  durch  eine  lineare  Function  von 

0  0  0 

^r+l  >    ^,+2>    •  •  ■  ^2> 

unterscheidet,  so  ist 

^(^2.  +  !-    ^2..  +  2>    •  •  •)  =   ^(^l  +  l,    <+2'    •  •  ■)  +-^^v+*/r  +  »' 

*  =  1 

wo  /!,,,,  /"„,,,  ...  lineare  Functionen  von  x^,,,  x°  .,,  ...  bedeuten,  und  die 
Form  (31)  geht  hiernach  in  der  That,  wenn  noch  neue  Veränderliche 


0  0  0 


an  Stelle  von 


eingeführt  werden,  in  die  Form  (2l')  über. 


V. 

Wählt  man  aus  einer  gegebenen  Schaar  von  quadratischen  Formen 
der  Variabein  jj,  j^,  .  .  .  eine  einzelne  Form  aus,  deren  Determinante  ver- 
schwindet, welche  also  durch  Substitutionen 

von  jj  unabhängig  wird,  so  muss  irgend  eine  andere  Form  der  Schaar  die 
Veränderliche  j,  wirklich  enthalten,  weil  sonst  die  Schaar  als  solche  auf  eine 
Schaar  quadratischer  Formen  von  weniger  Variabein  sich  reduciren  würde. 
Hiernach  können  als  Grundformen  der  Schaar  zwei  solche  angenommen 
werden,  von  denen  die  erste  von  j^  abhängig,  die  zweite  aber  von  jj  unab- 
hängig ist.     Da  nun  überdies  die  zweite  Grundform  durch  Substitutionen 

h=h+Kh  (*=3,4,...) 
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von  J2  unabhängig  werden  kann  u.  s.  f.,  so  ist  die  allgemeinste  Annahme  die, 
dass  die  zweite  Grundform  von  gewissen  Variabein,  welche  in  der  ersten 
vorkommen,  unabhängig  sei.     Geht  man  hiernach  von  zwei  Grundformen 

aus,  so  sind  für  den  Fall  m  ==  n  beide  einzeln  gemäss  Art.  I  zu  transfor- 
miren;  wenn  aber  m<n  ist,  so  sind  dieselben  gemäss  Art.  III  gleichzeitig 
in  zwei  andere  zu  verwandeln.  Hierbei  sondern  sich  aus  der  Schaar  utp  ■{-  v^ 
gewisse  einfache  Schaaren  ab,  und  es  bleibt  für  die  weitere  Untersuchung 
eine  Schaar,  deren  zwei  Grundformen  am  Schlüsse  von  Art.  III  angegeben 
sind.  Wenn  man  nun  die  darin  vorkommenden  quadratischen  Formen  tp",  xii" 
ebenso  behandelt,  wie  die  Formen  g?,  ^,  von  denen  im  Art.  III  ausgegangen 
worden,  so  wird  zwar  durch  Einführung  von  gewissen  neuen  Variabelu 
^2'ü+i'  K'fi-^i^  •••  ^^^  ^^^  urp" -{- vi)"  bestehende  Theil  des  Ausdrucks  der 
ganzen  Schaar  gemäss  der  Tendenz  der  Untersuchung  weiter  umgestaltet, 
aber  das  bereits  Gewonnene  wird  dabei  theil  weise  wieder  zerstört,  insofern 
alsdann  die  Factoren  x'  ,  .  in  dem  ersten  Theile  der  zweiten  Grundform 
nicht  mehr  die  einzelnen  Variabein  selbst,  sondern  lineare  Functionen  der 
neuen  Veränderlichen  x'"  bedeuten.  Die  im  Art.  IV  euthaltenen  Entwicke- 
lungen  lehren  jedoch,  wie  man  durch  abermalige  Transformation  der  Variabelu 
die  zerstörte  Form  wiederherstellen  und  dabei  die  neu  umgestalteten  Theile 
unverändert  erhalten  kann. 

Hiermit  ist  die  Fortsetzbarkeit  des  im  Art.  III  angegebenen  Reductions- 
verfahrens  vollständig  dargethan,  und  es  ergiebt  sich  also,  dass  jede  Schaar 
quadratischer  Formen  in  ein  Aggregat  von  gewissen  einfachen  Schaaren  trans- 
formirt  werden  kann,  für  welche 

^'1^2  +  ^3^4  -I '       ^2^3  +  ^1^5  +  •  •  • 

als  die  beiden  Grundformen  anzunehmen  sind.  Die  eine  dieser  Grundformen 
schliesst  mit  x^_^x^^,  die  andre  mit 

^/i-2^n-[       oder       x^^„x^^^^-\- x^  . 


1 
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Schaaren  der  angegebenen  Art  sind  durchweg  „elementar",  einzig  und  allein 
den  Fall  ausgenommen,  wo  für  eine  grade  Zahl  m  =  2n  die  beiden  Grund- 
formen 

*=m  i  =  m-l 

■^^ik-1^2k>  "^^ik^ik  +  l 

sind,  und  die  Schaar  nicht  als  eine  bilineare  behandelt,  sondern  jegliche 
Transformation  der  Variabein  gestattet  werden  soll.  In  dem  bezeichneten 
Falle  ist  jene  Schaar  vermittelst  der  Substitution 

^k  =  <-\-  <+* '        ^.,„-*+,  =  <■  -  K+k  <^-=''  ''■■■ "" 

auf  das  Aggregat  zweier  elementarer  Schaaren  von  je  m  Veränderlichen  x' 
zurückzuführen,  und  hiermit  ist  die  Eeduction  einer  beliebigen  Schaar  qua- 
dratischer oder  bilinearer  Formen  auf  elementare  vollendet.  Handelt  es  sich 
um  Schaaren  von  Formen  mit  reellen  Coefficienten,  und  will  man  sich  dann 
auf  reelle  Transformationen  beschränken,  so  gelangt  man  zu  ähnlichen  ein- 
fachen Resultaten,  deren  nähere  Ausführung  ich  mir  für  eine  andere  Gelegen- 
heit vorbehalte. 


In  der  Publication  des  Hrn.  C.  Jordan  „über  bilineare  Polynome" 
(Heft  No.  25  der  Comptes  Rendus,  22.  December  1873),  auf  welche  ich  mich 
oben  am  Schlüsse  der  Einleitung  bezogen  habe,  werden  unter  den  mannig- 
faltigen Fragen,  welche  man  sich  stellen  könne,  die  drei  folgenden  als  drei 
verschiedene  „Probleme"  hervorgehoben:  erstens  durch  orthogonale  Trans- 
formationen der  beiden  Variabeln-Systeme  und  zweitens  durch  irgend  welche, 
aber  für  beide  Variabeln-Systeme  übereinstimmende  lineare  Transformation 
ein  bilineares  Polynom  auf  eine  „einfache  canonische  Form"  zu  bringen; 
drittens  zwei  Polynome  P  und  Q  durch  gesonderte  lineare  Transformation 
der  beiden  Systeme  von  Variabein  simultan  in  eine  „canonische  Form"  über- 
zuführen. Sowie  sie  hier  gestellt  sind,  ermangeln  diese  Probleme  durchaus 
der  Bestimmtheit,  wie  sehr  auch  grade  das  Wort  „canonisch",  seinem  eigent- 
lichen Sinne  gemäss,  den  Schein  von  etwas  absolut  Bestimmtem  zu  erwecken 
geeignet  ist.     In   der  That    hat  der  Ausdruck   „canonische  Form"   oder  „ein- 
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fache  canonische  Form",  welchen  Hr.  Jordan  behufs  Präcisirung  der  Frage 
gebraucht,  keinerlei  allgemein  massgebende  Bedeutung  und  bezeichnet  an  und 
für  sich  einen  Begriff  ohne  jeden  objectiven  Inhalt.  Wohl  mag  es  Jemandem, 
der  z.  B.  an  die  Frage  der  gleiclizeitigen  Transformation  zweier  Inlinearer 
Formen  herantritt,  als  erstes  unbestimmtes  Ziel  seiner  Bemühungen  vor- 
schweben, allgemeine  imd  einfache  Ausdrücke  zu  finden,  auf  welche  beide 
Formen  simultan  zu  reduciren  sind;  aber  ein  „Problem"  in  der  ernsten  und 
strengen  Bedeutung,  welche  dem  Worte  in  der  wissenschaftlichen  Sprache 
mit  Recht  lieigelegt  wird,  darf  jene  vage  Aufgabe  sicherlich  nicht  genannt 
werden.  Nachträglich,  wenn  dergleichen  allgemeine  Ausdrücke  gefunden  sind, 
dürfte  die  Bezeichnung  derselben  als  canonische  Formen  allenfalls  durch  ihre 
Allgemeinheit  und  Einfachheit  motivirt  werden  können;  aber  wenn  man  nicht 
bei  den  bloss  formalen  Gesichtspunkten  stehen  bleiben  will,  welche  —  gewiss 
nicht  zum  Vortheil  der  wahren  Erkenntniss  —  in  der  neueren  Algebra 
vielfach  in  den  Vordergrund  getreten  sind,  so  darf  man  nicht  unterlassen, 
die  Berechtigung  der  aufgestellten  canonischen  Formen  aus  inneren  Gründen 
herzuleiten.  In  Wahrheit  sind  überhaupt  die  sogenannten  canonischen  oder 
Normalformen  lediglich  durch  die  Tendenz  der  Untersuchung  bestimmt  und 
daher  nur  als  Mittel,  nicht  aber  als  Zweck  der  Forschung  anzusehen.  Dies 
tritt  namentlich  überall  da  deutlich  hervor,  wo  die  algebraische  Arbeit  im 
Dienste  andrer  mathematischer  Disciplinen  geleistet  wird  und  von  ihnen  Aus- 
gangs- und  Zielpunkt  angewiesen  erhält.  Aber  auch  die  Algebra  selbst  kann 
natürlich  ausreichende  Beweggründe  zur  Aufstellung  canonischer  Formen 
liefern,  und  so  sind  z.  B.  die  Momente,  welche  Hrn.  Weierstrass  und  mich  in 
den  beiden  von  Hrn.  Jordan  citirten  Arbeiten*)  bei  Einführung  gewisser 
Normalformen  geleitet  haben,  an  den  bezüglichen  Stellen  klar  und  deutlich 
hervorgehoben.  Bei  Hrn.  Weierstrass  dient  die  „ eigen thümliche"  simultane 
Umgestaltung  zweier  bilinearer  Formen  P,  Q,  welche  in  den  Formeln  (44) 
pag.  319  der  mehrerwähnten  Abhandlung  enthalten  ist**),  ausdrücklich  dazu, 
um    die   Uebereinstimmung    der    Elementartheiler    als    eine   hinreichende   Be- 


*)  Zur  Theorie  der   bilmearen  und   quadratischen  Formen.     Monatsbericht   vom 
Mai  1868.     Ueber  bilineare  Formen.     Monatsbericht  vom  October  1866'). 

**)  Cf.  p.  314  am  Schlüsse  des  Art.  1  der    Weierstrass' sch^n  Abhandlung. 

')  Bd.  I  S.  143—162  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneckcr's  Werken.  H. 
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dingung  für  die  Transformirbarkeit  zweier  Formenpaare  zu  erweisen.  Jene 
Umgestaltung  führt  in  der  citirten  Formel  (44)  zu  einem  Aggregat  von 
Formenpaaren 

x„r_,  +  x,r,_,  +  .  • .,       x,F_,+  x,r_3  +  •  •  •, 

mit  denen  diejenigen,  welche  Hr.  Jordan  angedeutet  hat,  genau  überein- 
stimmen, wenn 

Ä;=2/,  +  1,  i^,=  a^,_,_l  (»=0,1,2,...) 

gesetzt  wird.  Ebenso  lassen  sich  jene  allgemeinen  Ausdrücke,  welche  ich 
für  Formenpaare  P,  Q,  wofür  [P,  ^]  =  0  ist,  auf  p.  345  und  346  des  Monats- 
berichts vom  Mai  1868  entwickelt  habe'),  mit  leichter  Mühe  in  folgende  um- 
wandeln : 

*  k 

wo  O  und  W  quadratische  Formen  der  auf  x^^^  folgenden  Veränderlichen  be- 
deuten. In  der  That  braucht  man  behufs  dessen  z.  B.  nur  von  zwei  Grund- 
formen in  der  a.  a.  0.  zuletzt  angegebenen  Gestalt  auszugehen: 

fi<  +  i+f2<  +  2+---  +  l,^4,+  S 

?;<+!+ f2<,+2+---  +  t,>;»+ 5'' 

darin  fj ,  f^ ,  ...  f„_  und  f,^^  selbst  als  die  Variabein  x^,  x[,  . .  .x'^  zu  nehmen, 
alsdann  die  oben  im  Eingang  des  Art.  III  gemachte  Bemerkung  nach  der 
Art,  wie  es  im  Art.  IV  geschehen,  wiederholentlich  anzuwenden  und  endlich 
für  die  Indices  k,  die  nicht  grösser  als  m  sind,  2Ji,  für  die  folgenden  aber 
2k  —  2m  —  1  zu  setzen. 

So  sind  demnach  die  bei  Hrn.  Jordan  für  den  Fall  des  dritten  Pro- 
blems als  canonische  Formen  bezeichneten  Ausdrücke  bereits  in  der  Weier- 
5^rass'schen  Abhandlung  vom  Jahre  1868  und  in  meinem  daran  angeschlossenen 


')  S.  172  und  174  dieser  Ausgabe. 

L.  Kronecker'd  Werke  I. 
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Aufsatze  gegeben.  Seine  Methode  zur  Herleitung  derselben  hat  Hr,  Jordan 
a.  a.  0.  nicht  mitgetheilt,  aber  aus  seinen  Andeutungen  ist  zu  entnehmen, 
dass  sie  auf  einer  allmähligen,  gleichzeitigen  Reduction  von  zwei  bilinearen 
Formen  beruht  und  also  wohl  principiell  mit  derjenigen  übereinstimmen 
dürfte,  welche  ich  oben  entwickelt  habe.  Doch  scheint  Hr.  Jordan  die  simul- 
tane Transformation  von  quadratischen  Formen  bei  Seite  gelassen  und  sich 
nur  auf  bilineare  beschrankt  zu  haben.  Dass  dies  in  der  That  eine  Be- 
schränkung involvirt,  sobald  man  sich  solcher  Reductionsmethoden  bedient, 
ohne  die  symmetrischen  bilinearen  Polynome  besonders  zu  berücksichtigen, 
ist  leicht  zu  sehen.  Bei  dem  oben  auseinandergesetzten  Reductionsverfahren 
sind  die  bilinearen  Formen  nur  als  specielle  quadratische  Formen  von  2n  Ver- 
änderlichen zu  betrachten,  und  es  ist  in  den  Entwickelungen  der  Artt.  I 
bis  V  sorgfältig  Alles  vermieden,  was  in  diesem  besonderen  Falle  eine  Ver- 
mischung der  beiden  Systeme  von  Variabein  verursachen  könnte.  Wenn  im 
Gegensatz  hierzu  bei  Hrn.  Weiersfrass  der  Fall  bilinearer  Formen  als  der  all- 
gemeinere erscheint,  so  liegt  dies  darin,  dass  sich  bei  der  dortigen  expliciten 
Darstellung  der  bezüglichen  Substitutionen  die  Uebereinstimmung  der  Trans- 
formation beider  Variabeln-Systeme  für  den  Fall,  wo  die  bilinearen  Formen 
symmetrisch  sind,  ohne  Weiteres  ergiebt.  Uebrigens  kann  ich  die  Meinung 
des  Hrn.  Jordan  nicht  theilen,  dass  es  ziemlich  schwer  sei,  der  Weierstrass- 
schen  Analyse  zu  folgen;  sie  scheint  mir  im  Gegentheil  vollkommen  durch- 
sichtig zu  sein,  und  ich  finde  einen  besonderen  Werth  derselben  noch  darin, 
dass  sie  (im  Falle,  wo  [P,  Q]  von  Null  verschieden  ist)  mit  zwingender 
Nothwendigkeit  auf  den  naturgemässen  Begriff  der  „Elementartheiler"  geführt 
und  damit  den  Weg  zu  den  oben  entwickelten  allgemeineren,  den  Fall 
[P^  ^]  =  0  mit  umfassenden  Begriffen  der  „elementaren  Schaaren"  und  „de- 
terminirenden  Formenclassen"  klar  und  deutlich  gezeigt  hat.  Es  sind  dies 
in  der  That,  wie  oben  in  der  Einleitung  und  namentlich  in  den  mit  Ä,  B,  C 
bezeichneten  Sätzen  dargelegt  worden  ist,  die  wesentlichen  Begriffe,  die  bei 
Behandlung  derjenigen  Frage  auftreten,  welche  in  ihrer  bestimmteren,  schär- 
feren Fassung  an  die  Stelle  des  „dritten  Jordanischen  Problems"  zu  setzen 
ist,  nämlich: 

die    nothwendigen    und    hinreichenden   Bedingungen    für    die   Aequi- 
valenz   von  zwei   beliebigen  quadratischen   oder   bilinearen  Formen- 
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paaren  zu  ermitteln,  und  für  den  Fall  der  Aequivalenz  eine  Methode 
zur  Auffindung  der  Transformation  anzugeben. 

Für  die  Lösung  dieses  Problems  sind  sowohl  bei  Weierstrass'  directer  Methode 
als  auch  bei  dem  oben  entwickelten  Reductionsverfahren  jene  einfachen  Aus- 
drücke der  Gnindformen  elementarer  Schaaren 

allerdings  von  grosser  Wichtigkeit;  aber  nicht  in  ihrer  formalen  Einfachheit 
—  und  nur  diese  ist  von  Hrn.  Jordan  hervorgehoben  worden  — ,  sondern 
darin,  dass  in  ihnen  der  Typus  des  „Elementaren"  in  Evidenz  tritt,  liegt  ihre 
wesentliche  Bedeutung.  Wie  wenig  entscheidend  an  und  für  sich  die  äussere 
Einfachheit  des  Ausdrucks  ist,  geht  z.  B.  daraus  hervor,  dass  die  oben  am 
Schlüsse  des  Art.  V  vorkommenden  Formen 


w'enu  man  jene  Rücksicht  allein  walten  lässt,  kaum  der  weiteren  Umwand- 
lung mittels  der  Substitutionen 

^*=  ^'*-  +  ^m  +  t)  ^2m-i  +  l==^i  ^m  +  k  (i  =  1,  2,  .  .  .  m) 

bedürftig  erscheinen,  und  dass  in  rein  formaler  Beziehung  die  transformirten 
Formen  sogar  etwas  weniger  einfach  sich  darstellen  möchten;  aber  aus  dem 
Umstände,  dass  die  aus  jenen  beiden  Formen  entspringende  Schaar  noch 
mehr  als  einen  Elementartheiler  besitzt,  folgt  einerseits  die  Möglichkeit  und 
andrerseits  auch  die  Nothwendigkeit  einer  weiteren  Reduction. 

Die  ersten  beiden  von  Hrn.  Jordan  erwähnten  Probleme  sind  in  ähn- 
licher Weise  wie  das  dritte  zu  präcisiren  und  aber,  wie  Hr.  Jordan  zu  be- 
merken unterlassen  hat,  als  specielle  Fälle  in  diesem  dritten  schon  enthalten. 
Das  erste  Problem  bezieht  sich  sogar  auf  einen  der  einfachsten  und  be- 
kanntesten dieser  Fälle;  denn  es  verlangt  nichts,  als  zwei  bilineare  Formen  von 

.17* 
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—  als  quadratische  Formen  der  sämmtlichen  Variabein  betrachtet  - 
ander  und  gleichzeitig  die  Summe  aller  Quadrate 

2-1+2  yl 


(*  =  1,  2,  ...n) 


in  sich  selber  zu  transformiren.  —  Beim  zweiten  Problem  handelt  es  sich 
um  die  Transformation  einer  bilinearen  Form  in  eine  andere  mittels  einer 
Substitution,  welche  für  beide  Systeme  von  Variabein  übereinstimmt.  Aber 
schon  in  meinem  von  Hrn.  Jordan  citirten  Aufsatze  (Monatsbericht  vom  Oc- 
tober  1866  p.  600')  habe  ich  gleich  von  vorn  herein  ausdrücklich  hervor- 
gehoben, dass  es  hierbei  eigentlich  nur  darauf  ankommt,  die  zwei  gegebenen 
bilinearen  Formen  selbst  und  gleichzeitig  ihre  Transponirteu  mittels  linearer 
Substitutionen  in  einander  überzuführen.  Die  überdies  noch  in  Betracht  zu 
ziehende  Reduction  einer  symmetrischen  oder  alternirenden  bilinearen  Form 
auf  ein  Aggregat  von  Gliedern  xy  und  resp.  xy'  —  x'y  lässt  sich  mit  leichter 
Mühe  und  auf  mannigfaltige  Weise  bewirken,  u.  A.  durch  jenes  einfache  und 
nahe  liegende  Verfahren,  welches  sich  im  Art.  I  angegeben  findet.  Auch 
kann  hierbei  auf  die  „Theorie  der  bilinearen  Functionen"  verwiesen  werden, 
welche  Hr.  Christoffel  im  68.  Bande  von  Borchardt's  Journal  veröffentlicht 
hat,  und  welche  von  Hrn.  Jordan  bei  jenem  zweiten  Problem  wohl  hätte  er- 
wähnt werden  müssen. 


•)  S.  148  —  149  dieser  Ausgabe.  H. 


Nachtrag. 


[Gelesen  in  der  Akademie  der  Wissenschaften  am  16.  Februar  und  am  16.  März  1874  ').] 

Es  scheint  mir  nicht  überflüssig,  etwas  näher  auf  die  Vereinfachungen 
einzugehen,  welche  die  in  der  vorigen  Classensitzung  vorgetragenen  Ent- 
wickelungen  für  den  speciellen  Fall  zulassen,  wo  die  quadratischen  Formen 
bilinear  sind.  Zuvörderst  ist  zu  bemerken,  dass  überall  diejenigen  von  den 
alternativ  auftretenden  Ausdrücken  wegfallen,  in  denen  Quadrate  der  Va- 
riabein vorkommen.  Hierdurch  vereinfachen  sich  namentlich  die  in  den 
Art.  I,  II  und  IV  enthaltenen  Deductionen.  Der  Inhalt  des  ersten  Absatzes 
von  Art.  II  kommt  im  vorliegenden  Falle  nur  uiiter  der  Voraussetzung  D  =  0 
zur  Anwendung  und  zwar  in  so  einfacher  Weise,  dass  es  unnöthig  wird,  den- 
selben besonders  hervorzuheben.  Dass  aber  der  Anfang  von  Art.  II  für  D  =  0 
seine  Gültigkeit  behält,  ist  von  selbst  klar,  und  die  Annahme  D  ^  0  ist  nur 
wegen  des  übrigen  Inhalts  des  erwähnten  Abschnittes  an  die  Spitze  desselben 
gestellt  worden.  Dies  vorausgeschickt,  übersieht  man  leicht,  dass  die  oben 
citirten  drei  Artikel  für  den  Fall  bilinearer  Formen  durch  folgende  Betrach- 
tungen ersetzt  werden  können. 

I.  Werden  die  in  einer  bilinearen  Form  f  enthaltenen  2«  Variabein  x 
und  y  irgendwie  in  zwei  Gruppen  getheilt,  in  denen  übrigens  die  Anzahl 
der  X  nicht  gleich  der  Anzahl  der  y  zu  sein  braucht,  so  ist,  wenn  zugleich 
die  Aufeinanderfolge  der  Verändetlichen  innerhalb  jeder  Gruppe  in  beliebiger 
Weise  fixirt  wird,  die  erste  Variable  x^  mit   einer  linearen  Function  der  y 


')  Der  letzte  Theil  dieser  Abhandlung,  S.  382—413,  ist  am  16.  Mai  1874  in  der  Akademie  ge- 
lesen worden.  H. 
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multiplicirt,  welche  als  eine  Variable  y'  eingeführt  und  als  einer  ersten  oder 
zweiten  Gruppe  angehörig  betrachtet  werden  kann,  je  nachdem  darin  ein  y 
der  ersten  Gruppe  vorkommt  oder  nicht.  Nach  Einführung  von  y'  in  f  kann 
dessen  Factor  als  eine  neue  Variable  a;^  der  ersten  Gruppe  angenommen 
werden,  und  indem  man  diese  Operation  so  lange  fortsetzt,  als  noch  Va- 
riabein der  ersten  Gruppe  vorhanden  sind,  gelangt  man  zu  einer  Transfor- 
mirten  von  f,  in  welcher  drei  verschiedene  Theile  zu  unterscheiden  sind, 
insofern  als  der  eine  nur  Veränderliche  der  ersten  Gruppe,  der  andre  solche 
der  ersten  und  zweiten  Gruppe  combinirt,  der  dritte  endlich  nur  Variabein 
der  zweiten  Gruppe  enthält.  Die  ersten  beiden  Theile  bestehen  aus  lauter 
einzelnen  Producten  x'y',  und  jede  der  transformirten  Veränderlichen  x',  y' 
ist  nur  eine  lineare  Function  der  gleichnamigen  Variabein  x,  y,  sowie  derer, 
die  darauf  folgen. 

II.  Wenn  von  der  bilinearen  Form  f  der  mit  der  ersten  Variabein  x^ 
multiplicirte  Theil  abgesondert  und  das,  was  übrig  bleibt,  nach  den  Variabein  y 
geordnet  wh'd,  so  besteht  zwischen  den  n  linearen  Functionen  der  Variabein 
x^,  Xg,  ...  x^,  welche  hierbei  als  Factoren  der  Veränderlichen  y  auftreten, 
eine  lineare  Relation.  Da  hierin  möglicherweise  nicht  alle  jene  n  Functionen 
von  x^,  x^,  .-.x^  wirklich  vorkommen,  so  sei  y,^  die  erste  Variable,  deren 
Factor  eine  lineare  Function  der  Factoren  von  ii  ,  ,  '/  ,  ,  . . .  y  ist.  Sind 
die  Coefficienten  dieser  linearen  Function  resp.  i^ ,  h.^,  . . .,  so  kann  durch 
die  Substitution 

die  Variable  ?/^  weggeschafft  werden,  und  jener  zweite  Theil  von  f  wird  als- 
dann eine  bilineare  Form  von 

In  dem  ersten  Theile  von  /'  kommt  nothwendig  das  Glied  x^y^  und  zwar, 
wie  angenommen  werden  kann,  mit  dem  Coefficienten  Eins  vor,  da  die  De- 
terminante von  f  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird.  Denkt  mau  sich 
also  die  bilineare  Form 
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nach  den  Variabein  y  geordnet,  so  erhellt  unmittelbar,  dass  sich  dieselbe 
durch  eine  Substitution 

in  eine  bilineare  Form  von 

x;,  x'^,  ...<;    2/,,  . ..%_!,  2/;+,,  ...y'^ 

transformiren  lässt.  Setzt  man  dieses  Verfahren  so  lange  fort,  als  noch  Va- 
riabein der  ersten  Gruppe  vorhanden  sind,  so  gelangt  man  zu  einer  Trans- 
formirten  von  f,  die  in  genau  solche  drei  Theile  zerfällt,  wie  die  oben 
unter  No.  I  aus  f  hergeleitete  Form;  doch  ist  hier  jede  der  Variabein  x',  y' 
nur  eine  lineare  Function  der  gleichnamigen  Variabein  x,  y,  sowie  derer, 
die  denselben  vorangehen. 

III.  Werden  die  beiden  Formen,  welche  im  Art.  IV  meines  früheren 
Aufsatzes  den  Ausgangspunkt  bilden,  als  bilinear  vorausgesetzt,  so  genügt 
für  die  dort  zuerst  behandelte  Transformation  der  Form  (33)  in  (33  )  folgendes 
einfachere  Verfahren.  Wenn  die  Veränderliche  x^^_^i^  in  der  linearen  Function 
fo^j^^  mit  dem  Coefficienten  a,  in  W  aber  mit  lix^^_^^  multiplicirt  vorkommt, 
so  kann  dieselbe  durch  die  Substitution 

aus  /"„,  ,  j  entfernt  werden.  Wenn  man  auf  diese  Weise  nach  einander  die 
sämmtlichen  in  der  linearen  Function  f^^,^  enthaltenen  Variabein  wegschafft, 
deren  Index  grösser  als  Bv  ist,  und  dann  die  von  f^^,^,  ■•-,  so  gelangt  man 
unmittelbar  zu  einer  bilinearen  Form 

2Xr  +  ^Xi,  +  ,+    ^(^.  +  1.    <+2,    •••)  (A  =  1,2,...v) 

in  welcher  jede  der  Variabein  a;"*  sich  von  der  gleichnamigen  Variabein  x 
nur  durch  eine  lineare  Function  von 


y+2> 
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unterscheidet,  sodass  auch  die  Umwandhing  der  Form  (St)  in  (Sf)  durch 
Einführung  von  neuen  Veränderlichen  x%  xl,  . . .  xl  ohne  Weiteres  bewerk- 
stelligt werden  kann'). 

IV.  Ich  habe  bereits  in  der  vorigen  Classensitzung  angedeutet,  wie 
man  von  den  Ausdrücken,  welche  ich  schon  im  Jahre  1868  für  Schaaren  mit 
verschwindenden  Determinanten  aufgestellt  habe,  zu  den  neuerdings  her- 
geleiteten übergehen  kann.  Diesen  Uebergang  will  ich  nunmehr  vollständig 
ausführen,  um  zugleich  die  Vereinfachungen  darlegen  zu  können,  welche 
auch  hierbei  für  den  Fall  l)ilinearer  Formen  eintreten.  Ich  gehe  zu  diesem 
Behufe  von  der  Schaar 

(A)  2  l>^xl  +  vxl_  j)  tpl+u<5  +  v  W 

aus,  zu  welcher  ich  bei  meinen  früheren  Untersuchungen  gelaugt  bin*). 
Hierin  bedeuten  x'^,  x[,  . . .  x'  und  (p[,  cp'^,  ...  90,]^  von  einander  unabhängige 
lineare  Functionen  der  ursprünglichen  Variabein  aj^ ,  a^ ,  •  ■  •  x^ ',  es  können 
daher,  wie  schon  a.  a.  0.  p.  346  bemerkt  ist,  die  m  Functionen  tp'  als  ebenso- 
viel neue  Veränderliche  xl^_^_^ ,  -v',^^^,  •  •  •  *2,„  eingeführt  und  x'^,  x[,  .  •  ■  ^,l_j 
so  gewählt  werden,  dass  die  quadratische  Form  1^  nur  noch  x'^„^j^^ ,  *'2„^.2  >  •  •  • 
enthält,  während  aus  der  quadratischen  Form  O  von  den  Variabein  x'^_^^,  x'^^j^.^, ..., 
welche  darin  vorkommen  können,  nur  .rj,,,  durch  angemessene  Wahl  von  x'^ 
wegzuschaffen  ist.     Wird  endlicli  noch 

gesetzt,  so  verwandelt  sich  jener  Ausdruck  der  Schaar  in  folgenden: 


*')  Cf.  Monatsbericht  vom  Mai  1868  p.  345.     [S.  172  dieser  Ausgabe.] 

')  Vgl.  die  Bemerkang  am  Schlüsse  des  Abscliuitteä  a.  S.  399.  H. 
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WO  *'  und  W  quadratische  Formen  von  gewissen  Veränderlichen  £  ,  ^  ,  ... 
bedeuten,  während  die  linearen  Functionen  f^  ausser  diesen  Variabein  noch 

=2*  '     ^2t  +  2'     •  •  •  '2m-2 

enthalten  können.  Es  handelt  sich  nun  einzig  und  allein  um  den  Nachweis, 
dass  durch  geeignete  Transformation  der  Variabein  |  aus  dem  vorstehenden 
Ausdrucke  (B)  der  zweite  Theil  gänzlich  entfernt  werden  kann.  Nimmt  man 
diesen  zweiten  Theil  bereits  so  weit  reducirt  an,  dass  nur  noch  die  den 
Indices  k  =  l,  2,  . . .  (t  entsprechenden  Glieder  darin  vorkommen,  so  genügt 
es,  nachzuweisen,  wie  das  Glied  $^^f  resp.  jedes  der  darin  vorkommenden 
Einzelproducte 

weggeschafft  werden  kann.  Koramt  in  dem  übrigen  Theile  der  in  u  multi- 
plicirten  quadratischen  Form 

^^2^2*+!+'^'  (*  =  1,2....«) 

k 

•      irgend  ein  Glied    ff|_j|^    vor,  so   braucht  man  nur,  je  nachdem    A  =  v    oder 
X  ^  I'  ist,  eine  der  beiden  Sulistitutionen 

anzuwenden  und  dann  die  in  (B)  mit  v^^  ^  multiplicirte  lineare  Function  als 
eine  neue  Variable  £'     ,   an  Stelle  von  |^     ,   einzuführen.     Auf  diese  Weise 

"2/i-l  2/(-l 

fällt  nämlich  in  der  That  das  Glied  uc$^  |^  in  dem  Ausdrucke  (B)  weg, 
während  im  Uebrigen  die  Gestalt  desselben  erhalten  bleibt.  Dass  aber  irgend 
ein  Glied  ai^i^,  vorkommt,  ist  für  v  <  2m  +  2  evident  und  für  v^2m  -\-2 
ergiebt  es  sich  aus  folgenden  Betrachtungen.  Offenbar  kann  nämlich  an- 
genommen werden,  dass  |^  in  O'  vorkommt,  wenn  nur  W  nicht  von  |  un- 
abhängig ist;  denn  die  eine  Grundform  kann  ja  durch  irgend  ein  Aggregat 
der  ersten  und  zweiten  ersetzt  werden,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
es  kann  für  v  eine  lineare  Function   v  -\-  cu   genommen  werden.     Wäre  nun 

L.  Kronecker's  Werke  I.  48 
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aber  mit  ^'  auch  ^'  von  |  unabhängig,  so  würde  an  die  Stelle  der  Glei- 
chung m*^"  Grades  in  tv,  welche  den  Ausgangspunkt  des  Art.  II  meiner  Arbeit 
vom  Jahre  1868  bildet,  eine  Gleichung  (/*™  Grades  treten,  was  der  zu  Grunde 
gelegten  Annahme  widerspricht.  —  Wenn  auf  die  angegebene  Weise  all- 
mählig  sämmtliche  Glieder  cl^  |^  weggefallen  sind,  in  denen  v>2y.  ist,  und 
alsdann  noch  ein  Glied  a|!  übrig  bleibt,  so  kann  dieses  schliesslich  durch 
die  Substitutionen 

beseitigt  und  damit  die  Wegschaffung  von  ^_^J\  zu  Ende  geführt  werden. 
Sowohl  die  Veranlassung  zu  dieser  letzten  Operation  als  auch  die  obige 
Alternative  1  =  v  fällt  bei  Schaaren  bilinearer  Formen  weg,  und  dass  bei 
der  Transformation  solcher  Schaaren  die  beiden  Variabeln-Systeme  getrennt 
zu  halten  sind,  geht  aus  dem  angegebenen  Transformations- Verfahren  selbst 
hervor'). 

V.  Wenn  für  die  Schaar  uq> -\- v4>*)  die  sämmtlichen  ((/  —  1)'™  Unter- 
determinanten aber  nicht  die  f«'™  identisch  verschwinden,  so  existiren  genau 
H  von  einander  unabhängige  lineare  Relationen  zwischen  den  nach  den  ver- 
schiedenen Variabein  genommenen  partiellen  Ableitungen  von  ii(p -{- vip ,  deren 
Coefficienten  ganze  homogene  Functionen  von  n  und  v  sind.  Werden  nun 
durch  irgend  welche  Verbindungen  jener  Relationen  (i  solche  hergestellt, 
deren  Coefficienten  von  möglichst  niedriger  Dimension  in  Beziehung  auf  u 
und  V  sind,  so  erhält  man  ein  System  von  (i  Gleichungen 

(G)  ^(-\Y'e['\l''v'=0  M-i  =  mW,    r=0,l,...„-l). 


li,k 


in  denen  ö^""'  lineare  homogene  Functionen  der  Ableitungen  von  u(p-\-vi'  und, 
wie  leicht  zu  sehen,  von  einander  unabhängig  sind.  Denkt  man  sich  nämlich 
die  Zahlen   m,  m',  m",  . . . ,  welche   die  Dimensionen   der   verschiedenen  Glei- 


*)  Cf.  Mouatsbericht  vom  Mai  1868  p.  343.  II.     [S.  170  dieser  Ausgabe]. 

')  Vgl.  die  Darstellung  dieser  Reductionsmethode  in  der  Abhandlung  L.  Kronecker's  „Alge- 
braische Reduction  der  Schaaren  quadratischer  Formen".  Berliner  Berichte  vom  8.  Januar,  S.  9  — 13. 
Band  III  dieser  Ausgabe.  H. 
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chungen  (G)  bestimmen,  ihrer  Grösse  nach  geordnet,  so  dass  m^m'-^m" ... 
ist,  und  wird  dann  ö^*^  als  eine  lineare  Verbindung  derjenigen  Grössen  öf 
angenommen,  in  denen  r  <q  ist,  und  derjenigen,  in  denen  r  =  q  aber  k  <v. 
ist,  so  kann  der  erstere  Theil  von  ö^*'  aus  dem  mit  v'  multiplicirten  Gliede 
in  der  9*°°  Gleichung  mit  Hilfe  der  9  —  1  vorhergehenden  und  der  zweite 
Theil  mit  Hilfe  der  9'*°  Gleichung  selbst  weggeschafft  werden.  Um  dabei 
negative  Potenzen  von  v  zu  vermeiden,  genügt  es  für  x  <  »t*""^*  die  9'*  Glei- 
chung mit  einer  Potenz  von  v  zu  multipliciren,  deren  Exponent  m'°"''  —  k 
ist.     Auf  diese  Weise  entsteht  eine  neue  Gleichung 

(G')  ^(—  l)*0f«%*=O  (/.  +  *  =  m»    *  =  0,1.2,...). 

k 

in  welcher  ö*'' =  0  ist,  wenn  (j  die  grössere  der  Zahlen  z  und  ?«'^~^'  be- 
deutet. Diess  kann  aber  nicht  der  Fall  sein;  denn  die  Grössen  ö,  welche 
einer  derartigen  Gleichung  (G)  genügen,  haben  überhaupt  die  Form 

wo  ^^,  Ij,  Ig,  ...  lineare  Functionen  der  Variabein  der  Schaar  bedeuten;  auf 
Grund  der  obigen  Annahme  müsste  daher  |„  ,  als  erster  Theil  des  be- 
treffenden  ö,  ebenfalls  gleich  Null  sein,  und  durch  Elimination  der  vorher- 
gehenden Grössen  |  aus  den  ersten  g  Gleichungen  (H)  würde  eine  Gleichung 
resultiren,  deren  Dimension  in  Beziehung  auf  u  und  v  gleich  .(/  — 1,  also  der 
ursprünglichen  Voraussetzung  zuwider  kleiner  als  m'-'  wäre.  Der  Nachweis, 
dass  zwischen  denjenigen  Grössen  ö,  welche  einen  und  denselben  oberen 
Index  haben,  keine  lineare  Relation  bestehen  kann,  ist  in  ähnlicher  Weise 


Die  Reihe  der  Zahlen  ni,  m ,  m" ,  . . .  bleibt  natürlich  bei  irgend 
welcher  linearen  Transformation  der  Schaar  uq)  -\-  vtjj  ebenso  ungeändert  wie 
die  Reihe  der  determinirenden  Classen,  und  diese  Bemerkung  hätte  als  eine 
unmittelbare  Folgerung  aus  meiner  Arbeit  vom  Jahre  1868  eigentlich  schon 
in  der  Einleitung  meines  vorigen  Aufsatzes  ihre  Stelle  finden  sollen.  Da  nur 
<iie  Summe  der  Zahlen  m,  nicht  aber  die  Reihe  der  einzelnen  Zahlen  selbst 
durch    die   Reihe   der   determinirenden   Classen   bestimmt   ist,    so   muss   zur 

48* 
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Identität  dieser  letzteren  Reihe  noch  die  der  ersteren  als  Aequivalenzbedingung 
hinzugefügt  werden,  falls  ausser  der  Determinante  der  Schaar  auch  noch  die 
ersten  Unterdetermiuanten  identisch  verschwinden.  Wird  die  Schaar  u^-j-vt 
als  ein  Aggregat  elementarer  Schaaren  dargestellt,  so  kommen  darunter 
genau  fi  vor,  deren  Determinante  gleich  Null  ist.  Diess  sind  Schaaren  von 
resp.  2w  +  l,  2w'+l,  ...  Veränderlichen,  welche  auf  die  Gestalt 

k 

gebracht  werden  können,  und  die  hierin  auftretenden  Variabein  |^^  sind  als 
lineare  Functionen  der  ursprünglichen  Veränderlichen  in  ganz  directer  Weise 
durch  jenes  System  von  „determinirenden"  Gleichungen  (G)  zu  deflniren.  Es 
ist  nämlich 

und  die  hieraus  zu  bestimmenden  m  Variabein  |  bleiben  auch,  wie  hervor- 
zuheben ist,  völlig  unberührt,  wenn  jene  oben  in  IV  angegebene  Transfor- 
mation des  im  Monatsbericht  vom  Mai  1868  aufgestellten  Ausdruckes  für 
Schaaren  mit  verschwindender  Determinante  ausgeführt  wird.  Mit  den  Va- 
riabein Ig  ^^^^  ^2„,  ^^^^  auch  die  Variabein  |^  und  1.,^,  ,  ^  als  deren  resp. 
Factoren  in  der  einen  und  der  andern  Grundform  definirt:  aber  diese  Defi- 
nitionen sind  insoweit  nicht  völlig  bestimmt,  als  die  determinirenden  Glei- 
chungen, aus  welchen  sie  entnommen  wurden,  mit  einander  ohne  Aenderung 
der  Dimension  combinirt  werden  können.  Diess  hängt  unmittelbar  mit  der 
Frage  zusammen,  ob  und  in  welcher  Weise  eine  Schaar  von  quadratischen 
Formen  in  sich  selbst  transformirt  werden  kann.  Ich  habe  diese  Frage 
neuerdings  untersucht  imd  gedenke  die  bezüglichen  Resultate  in  einer  aus- 
führlicheren Arbeit  zu  veröffentlichen,  in  welcher  überhaupt  die  Eigenschaften 
der  Schaaren  quadratischer  Formen  systematisch  und  vollständig  entwickelt 
und  auch  die  allgemeineren  algebraischen  Gesichtspunkte,  welche  dabei  her- 
vortreten, besonders  dargelegt  werden  sollen. 

Soweit  die  Grössen  0  oder  |  bestimmbar  sind,   lassen  sie  sich,   wie 
die  Gleichungen  (G)   zeigen,  aus  den  fi"""  Unterdeterminanten   von    utp  -{-  vi^ 
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bilden.  Ueberdies  gehört  auch  zu  jeder  bestimmten  Reihe  von  Zahlen  m  eine 
bestimmte  Reihe  in  Determinantenform  angebbarer  Gleichungen,  denen  die 
Coefficienten  der  Formen  9  und  4>  genügen  müssen,  und  die  also  die  Stelle 
von  Invarianten  vertreten.  Ein  solches  vollständiges  System  von  Invarianten 
kann  natürlich  in  mannigfachster  Weise  aufgestellt  werden,  und  man  gelangt 
dazu  namentlich  durch  folgende  Betrachtungen,  welche  noch  in  anderer  Hin- 
sicht ein  besonderes  Interesse  darbieten. 

Werden   die  Factoren  von    Ö^'"'  in   der  Schaar    uip  -\-  vip    resp.   mit  l^""* 
und  ferner  mit  ic^'^j  ebensoviel  neue  Veränderliche  bezeichnet,  so  ist 

u<p  +  v4>  +  «^Ij'^a;^''^,  (r=o,i, ...,,- 1) 

und  auch 


ucp-\-vt+u2^r^i 


WfcM 


lr=0,l,.../.-l) 


eine  mit  ucp-\-vii>,  so  zu  sagen,  covariante  Schaar,  deren  Determinante  von 
Null  verschieden  ist,  so  dass  diese  selbst  und  ihre  Unterdeterminanten  ein 
vollständiges  System  von  Invarianten  ergeben.  Aber  diese  Zurückführnng 
des  allgemeinsten  Falles,  wo  die  (jt  —  1)''°  Unterdeterminanten  der  Schaar  ver- 
schwinden, auf  denjenigen,  welchen  ^r.  Weierstrass  behandelt  hat,  liefert 
überdiess  im  Gegensatz  zu  meiner  Reductionsmethode  eine  direete  Transfor- 
mation von  uq>-{-vip  in  ein  Aggregat  von  elementaren  Schaaren,  und  es 
zeigt  sich  daher,  dass  die  Principien,  von  denen  ich  in  meiner  Arbeit  vom 
Jahi'e  1868  ausgegangen  bin,  in  Verbindung  mit  den  damals  von  Hrn.  Weier- 
strass gegebenen  Entwickelungen  zur  vollständigen  Erledigung  des  Transfor- 
mationsproblems für  beliebige  Schaaren  von  quadratischen  oder  bilinearen 
Formen  völlig  ausreichend  sind. 


Seit  meinem  am  16.  Februar  gehaltenen  Vortrage  „über  quadratische 
und  bilineare  Formen"  sind  zwei  Publicationen  des  Hrn.  C.  Jordan  über  den- 
selben Gegenstand  erschienen:  erstens  eine  grössere  Abhandlung  in  Lmiville's 
Journal  (Ser.  11,  Bd.  XIX,  pag.  35 — 54),  worin  er  seine  Methoden  zur  Her- 
leitung der  schon  in  den  Comptes  Eendus  vom  22.  Dec.  1873  angekündigten 
Resultate  vollständig  entwickelt  hat,  zweitens  eine  kürzere  Notiz  in  den 
Comptes  Rendus  vom  2.  März  d.  J.  (pag.  614  —  617),  worin  er  sich  gegen 
einige  der  Ausführungen  wendet,  welche  ich  der  Darlegung  meiner  Ee- 
ductionsmethode  für  Schaaren  quadratischer  Formen  zu  Anfang  und  Ende 
meines  betreffenden  Aufsatzes  angefügt  habe.  Es  findet  sich  in  dieser  Notiz 
ein  Punkt,  in  Beziehung  auf  welchen  ich  mit  dem  Verfasser  übereinstimme, 
und  ich  selbst  habe  schon  in  einem  Nachtrage  zu  meiner  ersten  Arbeit, 
welchen  ich  in  der  vorigen  Classensitzung  gegeben  habe,  eine  bezügliche  Be- 
merkung mit  aufgenommen.  Ich  habe  nämlich  dort  unter  No.  V  hervor- 
gehoben, dass  die  Identität  der  Reihe  .der  determinirenden  Classen,  falls  die- 
selbe mehr  als  eine  Null  enthält,  als  Aequivalenzbedingung  nicht  ausreichend 
ist,  und  ich  habe  sowohl  diese  als  einige  andere  im  Nachtrage  angegebene 
Modiflcatioueu  im  Texte  selbst  noch  anbringen  können,  da  das  Januarheft 
zur  Zeit  im  Drucke  noch  nicht  so  weit  vorgeschritten  und  meine  Arbeit  bis 
.dahin  bloss  in  Ijesonderen  Exemplaren  veröffentlicht  war.  In  dem  erwähnten 
Nachtrage  habe  ich  übrigens  auch  die  Aequivalenzbedingungen  bezeichnet, 
welche  in  jenen  speciellen  Fällen  noch  hinzugefügt  werden  müssen,  und  ich 
habe  damit  schon  im  Voraus  die  Proposition  abgelehnt,  durch  welche  Hr.  Jordan 
meinen  Ausspruch  über  die  Kriterien  der  Aequivalenz  ersetzt  wissen  will. 
Seine  Proposition,  „dass  für  die  Aequivalenz  der  Systeme  zweier  Formen  die 
Uebereinstimmung  der  Reducirten  nothwendig  und  hinreichend  sei",  ist  zwar 
vollkommen  richtig,  aber  zu  dürftigen  Inhalts,  denn  es  handelt  sich  nicht  um 
die   Angabe   eines   praktischen   Verfahrens    zur   Entscheidung   der   Frage   der 
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Aequivalenz  gegebener  Formensysteme,  sondern  um  eine  möglichst  unmittel- 
bare Anknüpfung  der  theoretischen  Kriterien  der  Aequivalenz  an  die  Coeffi- 
cienten  der  gegebenen  Formen,  d.  h.  um  die  Aufstellung  eines  vollständigen 
Systems  von  „Invarianten",  im  höheren  Sinne  des  Wortes*).  Behufs  Her- 
leitung eines  solchen  Systems  braucht  man  freilich  zuerst  jene  Zurück- 
fährung zweier  Formen  auf  Aggregate  von  Reducirten,  aber  man  darf  hierbei 
nicht  stehen  bleuten,  sondern  alsdann  hat  man  noch  für  die  einzelnen  Redu- 
cirten die  zugehörigen  Invariantensysteme  zu  ermitteln  und  gelangt  eben 
dadurch  von  dem  bloss  formalen  BegriflPe  der  „Reducirten"  zu  dem  höheren 
der  „elementaren  Schaaren".  Da  nämlich  die  oben  erwähnte  Restriction  der 
Aequivalenzbedingungen  für  elementare  Schaaren  nicht  eintritt,  so  sind  deren 
Classen  durch  die  zugehörigen  Reihen  von  determinirenden  Formenclassen 
vollständig  charakterisirt,  und  diese  Reihen  vertreten  also  durchaus  die  Stelle 
von  Invariantensystemen.  Demgemäss  ist  ferner  für  eine  beliebige  Classe 
von  Schaaren  S  die  Gesammtheit  derjenigen  Reihen  determinirender  Fomen- 


*)  In  der  arithmetischen  Theorie  der  Formen  muss  man  sich  freilich  mit  der 
Angabe  eines  Verfahrens  zur  Entscheidung  der  Frage  der  Aequivalenz  begnügen  und  das 
betreffende  Problem  wird  deshalb  auch  ausdrücklich  in  dieser  Weise  formulirt  (cf.  Gauss: 
Disquisitiones  aiithmeticae,  Sectio  V,  Artt.  173  sqq.,  195 sqq.').  Das  Verfahren  selbst  be- 
ruht auch  dort  auf  dem  üebergange  zu  reducirten  Formen:  doch  ist  dabei  nicht  zu  über- 
sehen, dass  denselben  in  den  arithmetischen  Theorieen  eine  ganz  andere  Bedeutung  zu- 
kommt als  in  der  Algebra.  Da  nlimlich  die  Invarianten  äquivalenter  Formen  dort  ihrer 
Natur  nach  nur  zahlentheoretische  Functionen  der  Coefficienten  sind,  so  kann  es  nicht 
befremden,  wenn  dieselben  zwar  direct  definirt  aber  nicht  explicite  sondern  nur  als  End- 
resultate arithmetischer  Operationen  dargestellt  werden  können;  denn  ganz  ähnlich  verhält 
es  sich  mit  den  meisten  arithmetischen  Begriffen,  z.  B.  schon  mit  jenem  einfachsten  Be- 
griffe des  grössten  gemeinsamen  Theilers.  Man  ist  deshalb  wohl  berechtigt,  z.  B.  im 
Falle  binärer  quadratischer  Formen  von  negativer  Determinante,  die  Coefficienten  der  re- 
ducirten Form  selbst  als  die  Invarianten  der  Classe  aufzufassen;  sieht  man  aber  von  der 
Beschränkung  ab,  dass  die  Invarianten  ganzzahlig  sein  sollen,  so  gewähren  die  singulären 
Moduln  der  elliptischen  Functionen,  wie  die  Her mite^ sehen  und  meine  eigenen  Unter- 
suchungen ergeben  haben,  durchaus  vollkommene  Invarianten  jener  arithmetischen  Formen- 
classen (cf.  mein  Aufsatz  „Ueber  die  Auflösung  der  Pe^^'schen  Gleichung  mittels  elliptischer 
Functionen",  Monatsbericht  vom  Januar  186.3^). 

')    C.  F.  Gauss'  Gesammelte  Werke  Bd.  I.    S.  149  flgde.,  184  flgde.  H. 

-)   Band  IV  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H. 
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classeu  charakteristisch,  die  den  verschiedenen  elementaren  Schaaren  ent- 
sprechen, in  welche  die  Schaar  S  zu  zerlegen  ist.  Alle  diese  Reihen  ent- 
halten zusammen  genau  so  viel  Glieder  wie  die  Reihe  der  determinirenden 
Formen classen,  welche  zu  der  Schaar  S  selbst  gehört,  und  die  Glieder  der 
letzteren  können  aus  denen  der  erstereu  in  folgender  Weise  gebildet  werden. 
Als  erstes  Glied  der  neuen  Reihe  ist  das  Produet  aller  ersten  Glieder  der 
verschiedenen  andern  Reihen  zu  nehmen;  lässt  man  aus  diesem  Producte  je 
einen  Factor  weg,  so  ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  verschiedenen 
Producte,  welche  auf  diese  Weise  entstehen,  das  zweite  Glied  der  neuen 
Reihe  u.  s.  f.  Aus  der  angegebenen  Bildungsweise  folgt,  dass  auch  umgekehrt 
durch  die  einzelnen  Glieder  der  neuen  Reihe  die  ersten  Glieder  der  sämmt- 
lichen  früheren  Reihen  vollkommen  bestimmt  sind  und  also  diese  Reihen 
selbst,  falls  nur  noch  die  Anzahl  ihrer  Glieder,  die  ja  mit  Ausnahme  des 
ersten  alle  gleich  Eins  sind,  gegeben  ist.  Diese  Anzahl  ist  aber  gleich  der 
Dimension  des  ersten  Gliedes,  falls  dieses  von  Null  verschieden  ist,  und  die 
Gesammtauzahl  der  Glieder  aller  Reihen  ist  gleich  der  Anzahl  der  Variabein 
der  Schaar;  es  bedarf  daher  für  die  Gliederzahlen  der  verschiedenen  Reihen 
nur  dann  noch  einer  ])esonderen  Bestimmung,  wie  ich  sie  in  der  vorigen 
Classensitzuug  gegeben  habe,  wenn  mehr  als  eines  der  Anfangsglieder  ver- 
schwindet. —  Diess  sind  die  Betrachtungen,  mit  Hilfe  deren  ich  (schon  vor 
sechs  Jahren)  zu  jenen  Resultaten  gelangt  bin,  welche  ich  in  der  Einleitung 
meines  Aufsatzes  vom  Januar  d.  J.  als  Folgerungen  aus  der  Weierstrass' sehen 
und  meiner  eigenen  Arbeit  vom  Jahre  1868  aufgeführt  habe.  Schon  dort 
hätten  eigentlich,  wie  ich  gern  zugebe,  die  erwähnten  Betrachtungen  zur  Be- 
gründung der  gezogenen  Consequenzen  ihre  Stelle  finden  sollen,  und  es  wäre 
dabei  in  der  That  jenes  Moment  der  Gliederzahl  deutlich  hervorgetreten, 
welches  mir  in  der  Erinnerung  zuerst  entgangen  war,  und  auf  weiches  ich 
erst  nachträglich  wieder  aufmerksam  wurde,  als  eben  dasselbe  Moment  bei 
der  Frage  der  Transformation  der  Schaaren  in  sich  selbst  mir  von  Neuem 
vor  Augen  trat*).  Indessen  grade  hier  war  jenes  Moment  nur  von  schein- 
barer Bedeutung,  und  es  hängt  die  ziemlich  complicirte  Frage  der  Transfor- 
mation von  Schaaren  in  sich  selbst  vielmehr  von  den  Coefficienten  u.,  v.  ab, 


*)  Cf.  Monatsbericht  vom  16.  Februar  1874  Art.  V). 
')  S.  379  dieser  Ausgabe. 
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welche  bei  der  Darstellung  einer  Schaar  «9  +  vf  als  ein  Aggregat  von  ele- 
mentaren Schaaren  auftreten.     Ist  nämlich,  wie  in  meinem  früheren  Aufsatze 

UCp  -f  VIp  =^(»^.y^.+  l\.ll>^)  (*  =  l,ä,3,...), 

SO  lassen  im  Falle  biliuearer  Formen  stets  alle  diejenigen  Theil-Aggregate, 
in  denen  die  mit  u^ ,  v^  bezeichneten  linearen  Functionen  von  u  und  v  identisch 
sind,  für  sich  allein  Transformationen  in  sich  selbst  zu,  aus  denen  sich  alle 
zusammensetzen.  Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  es  sich  nur  darum 
handelt,  ob  eine  Identification  der  Functionen  »^ ,  i\  möglich  ist;  denn  die- 
selben sind  durchaus  nicht  vollstilndig  bestimmt  und  können  bei  elementaren 
Schaaren  mit  verschwindender  Determinante  sogar  ganz  beliebig  angenommen 
werden,  wenn  man  sich  nur  bei  der  Auswahl  der  Grundformen  q)  und  ^ 
darnach  richtet.  Diese  Unbestimmtheit  existirt  aber  nur  bei  jener  formalen 
Definition  des  Zusammenhangs  zwischen  den  verschiedenen  Schaaren  eines 
und  desselben  Theil-Aggregats.  An  sich  ist  dieser  Zusammenhang  völlig  be- 
stimmt, und  zwar  so,  dass  die  Determinanten  aller  auf  diese  Weise  zu- 
sammengehörigen elementaren  Schaaren  eine  und  dieselbe  lineare  Function 
von  n,  V  als  Factor  enthalten.  Diejenigen  elementaren  Schaaren,  deren  De- 
terminante gleich  Null  ist,  gehören  demgemäss  zu  jedem  Theil-Aggregate, 
welches  aus  den  verschiedenen  elementaren  Schaaren  zu  bilden  ist.  So  giel)t 
es  z.  B.  in  der  Schaar 

(m  -f  v)x^y^  -f-  u{x^y^  +  x^y„  +  x^y^)  +  v{x^y^  +  x^y.^ 

zwei  solcher  Theil-Aggregate,  zu  deren  jedem  die  Schaar  y^(iico^  -f-  vx^  gehört, 
und  die  ganze  Schaar  bleibt  ungeändert,  wenn  man  die  Variabein  y  ,  y  ,  x  ,  x 
resp.  durch 

ersetzt.     Die  Schaar,  die  aus  den  beiden  Grundformen 

«1  Vi  +2:02/0+  x^y,^  +  x^y^  +  2^52/5 ,      x^y^  +  ar^y,  +  x^y^ 

L.  Kronecker's  Werke  I,  49 
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entsteht  und  eine  von  Null  verschiedene  Determinante  hat,  geht  durch  fol- 
gende Transformation  in  sich  seihst  über: 

x^^x^,        x'^=ttx,+ ßXg-\- x^+ yx,^,  a:j=  «a^g  +  Xj; 

i/i  =  2/i '        2/2  =  "y'i  +  y'i  +  «?^ '        %  =  ^2/1  +  ('y',  +  ?/.,  +  /3i/i  +  «i/5 , 

2/4= '•'2^1+ 2^4'      2/5  =  f^2/i -r  ^^2/2  +  J'2/4  +  2/5  • 

Auch  elementare  Schaaren  bilinearer  Formen,  deren  Determinante  von  Null 
verschieden  ist,  gestatten  Transformationen  in  sich  selbst,  und  es  ist  schon 
im  einfachsten  Falle 

u{x^y^  +  x.y^)  +  vx^y^  =  « (x^{y^  —  cy^  +  y^{x^  +  cx^)  +  vx^y^  . 

Für  Schaaren  von  quadratischen  Formen,  welche  sich  in  Beziehung  auf  die 
Transformationen  in  sich  selbst  einigermassen  anders  als  die  der  bilinearen 
Formen  verhalten,  möge  hier  nur  die  einfache  Bemerkung  Platz  finden,  dass 
jedes  Aggregat  von  irgend  zwei  elementaren  Schaaren 

+  «K^2  +  ^zK  -1 — )  +  '"i<K  +  «  H — ) 

imgeändert  bleibt,  wenn  man  x^  und  x[  resp.  durch 

Xj  +  cx'^ ,        x[  —  cx^ 
ersetzt. 

Die  vorstehenden  Ausführungen  über  die  Transformation  der  Schaaren 
in  sich  selbst  genügen,  um  die  in  der  neuesten  Notiz  des  Hrn.  Jordan  ent- 
haltene Angabe  zu  widerlegen,  dass  eine  solche  Transformation  nur  statt- 
haben könne,  wenn  „mehrere  von  den  partiellen  Reducirten  ähnlich"  seien; 
sie  zeigen  überdiess,  dass  die  Natur  der  Bedingungen,  unter  denen  Trans- 
formationen von  Schaaren  in  sich  selbst  möglich  sind,  überhaupt  eine  ganz 
andere  ist,  und  Hrn.  Jordan's  weitere  Bemerkung,  dass  diese  ganze  Frage, 
die   übrigens    in    den    früheren  Aufsätzen    noch   nicht  erwähnt  war,   bei  An- 
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Wendung  seiner  Reductionsmethode  auf  höchst  einfache  Weise  beiher  erledigt 
werde,  verliert  hiernach  an  Werth  und  Interesse*). 

Bei  meiner  Untersuchung  über  die  Transformation  der  Schaaren  in 
sich  selbst,  mit  der  ich  übrigens  noch  nicht  zu  einem  vollständig  befrie- 
digenden Abschlüsse  gelangt  bin,  habe  ich  mich  hauptsächlich  auf  die  Weier- 
strass'sche  Methode  stützen  müssen  und  aus  meinem  Reductionsverfahren  für 
die  bezeichnete  Frage  nur  wenig  Nutzen  ziehen  können.  Wenn  auf  diese 
Weise  bei  einzelnen  Fragen  die  eine  oder  die  andre  der  beiden  Methoden 
grösseren  Vortheil  gewähren  mag,  so  sind  doch  beide  zur  Herstellung  der 
wesentlichen  Grundlagen  für  die  Theorie  der  Schaaren  ganz  gleich  geeignet. 
Den  dabei  zu  befolgenden  Gang  will  ich  hier  in  seinen  Hauptzügen  kurz  an- 
deuten und  daran  eine  übersichtliche  Darlegung  der  eigentlichen  Ideen  und 
Prineipien  knüpfen,  auf  denen  die  beiden  Methoden  selbst  beruhen. 

Wie  sehr  die  Herleitung  der  verschiedenen  Eigenschaften  von  Schaaren 
quadratischer  Formen  an  Klarheit  und  Einfachheit  gewinnt,  wenn  man  jene 
Reduction  auf  gewisse  einfache  Ausdrücke,  die  Hr.  Jordan  ganz  passend  „re- 
ducirte"  genannt  hat,  vorannimmt,  das  habe  ich  bereits  in  meiner  Arbeit 
vom  Jahre  1868  für  diejenigen  Schaaren  gezeigt,  welche  definife  Formen  ent- 
halten und  dort  als  Schaaren  der  ersten  Art  bezeichnet  sind*'^).     Diese  Ein- 


*)  Jordan:  Sur  la  reduction  des  formes  bilineaires.  Comptes  Rendus  1874.  I. 
pag.  615.  „Enfin  on  reconnait,  chemin  faisant,  de  la  maniere  la  plus  simple,  que  la 
forme  des  reduites  est  completement  determinee,  et  Ton  trouve  ces  substitutions  qui  trans- 
forment  les  reduites  eu  elle-meme." 

**)  Da  die  Schaaren  der  ersten  Art  für  viele  andre  mathematische  Fragen  von 
besonderer  Bedeutung  sind,  so  hatte  sich  ihnen  früher  die  Untersuchung  fast  ausschliesslich 
zugewendet,  und  selbst  in  der  ersten  diesen  Gegenstand  betreifenden  Weierstrass^ sehen 
Abhandlung  vom  Jahre  1858,  in  welcher  zuerst  das  Problem  der  gleichzeitigen  Trans- 
formation zweier  quadratischer  Formen  allgemeiner  gefasst  wird,  beziehen  sich  die  ganz 
fertigen  und  hauptsächlichen  Resultate  —  gemäss  der  ausgesprocheneu  Tendenz  der 
Arbeit  —  auf  den  Fall,  wo  jede  der  beiden  quadratischen  Formen  reell  und  wenigstens 
die  eine  definit  ist.  Erst  die  zweite  Weierstrass' sehe  Arbeit  vom  Jahre  1868  enthält  in 
der  weiteren  simultanen  Umwandlung  der  zusammengehörigen  (im  Monatsberichte  von  1858) 
mit  ■9'  ,  6  bezeichneten  Functionen  die  vollständige  Erledigung  des  Transformations- 
Problems  für  beliebige  Schaaren  von  nicht  verschwindender  Determinante.  Die  Aus- 
führungen, welche  ich  selbst  damals  unmittelbar  daran  geknüpft  habe,  beziehen  sich  aber 

49* 
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sieht  veranlasste  micli  eben,  jene  Reductionsmethode  vpeiter  auszubilden  und 
auf  ganz  beliebige  Schaaren  anwendbar  zu  machen.  Aber  man  kann  ebenso 
gut  die  Weierstrass' sehe  Methode  benutzen,  um  zu  zeigen,  dass  sich  jede  be- 
liebige Schaar  in  eine  „reducirte  Schaar"  d.  h.  in  ein  Aggregat  von  Schaaren 
transformiren  lässt,  deren  Grundformen 

sind;  nur  muss  man,  falls  die  Determinante  der  Schaar  gleich  Null  ist,  noch 
meine  darauf  bezüglichen  Entwiekelungen  hinzunehmen.  Uebrigens  wird  hierbei 
nur  jener  wichtigste  Theil  von  der  Weierstrass'' sehen  Analyse  gebraucht,  wel- 
cher zuerst  auf  die  „reducirten  Schaaren"  geführt  hat,  nämlich  derjenige, 
welcher  im  §  2  der  mehrfach  erwäliuten  Abhandlung*)  enthalten  ist,  und 
man  kann  sogar  —  freilich  unter  Verzicht  auf  den  Vortheil  der  genetischen 
Darstellung  —  von  der  dort  vorausgeschickten  Erörterung  des  Begriffes  der 
Elementartheiler  dabei  absehen.  —  Nachdem  so  auf  die  eine  oder  die  andere 
Weise  der  Hauptpunkt  erledigt  und  nachgewiesen  ist,  dass  in  jeder  Classe  von 
Schaaren  eine  reducirte  existirt,  ist  die  „Reihe  der  determinirenden  Formen- 
classen"  einzuführen  und  zu  zeigen,  dass  dieselbe  für  alle  Schaaren  einer 
Classe  identisch  ist,  d.  h.  dass  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  Unter- 
determinanten von  u<p  +  t'i/;  bei  jeder  linearen  Transformation  ungeändert 
bleibt.  Dies  erhellt  aber  ganz  unmittelbar,  wenn  man  sich  die  linearen  Sub- 
stitutionen in  lauter  elementare  zerlegt  denkt  d.  h.  in  solche,  die  durch  fol- 
gende n -{- 1  Transformationen  der  n  Variabein  x  bezeichnet  sind**): 


in  ihrem  erstereu  Theile  nur  auf  den  Inhalt  der  früheren  Weierstrass  sehen  Arbeit  und 
ergeben  die  wichtigsten  Resultate  derselben  mittels  einer  andern  Methode;  sie  zeigen,  wie 
die  gleichzeitige  Verwandlung  zweier  quadratischer  Formen  in  eine  Summe  von  Qua- 
draten, falls  sie  überhaupt  möglich  ist,  durch  ein  einfaches  und  allgemeines  Verfahren 
bewirkt  werden  kann,  das  also  namentlich  jenen  Beschränkungen  nicht  unterworfen  ist, 
welche  —  wie  schon  bei  Weierstrass  hervorgehoben  wird  —  keineswegs  durch  die  Natur 
der  Sache  sondern  nur  durch  die  Unvollkommenheit  der  früheren  Methoden  bedingt  waren. 
■■■•)  Weierstrass:  Zur  Theorie  der  bilinearen  und  quadratischen  Formen.  Monats- 
bericht vom  Mai  1868. 

**)  Cf.  meine  Arbeit  „über  bilineare  Formen".    Monatsbericht  vom  October  186G 
pag.  609.') 

')  Bd.  I  S.  159  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker' s  Werken.  H. 
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(1)  Xj  ==  —  x^ ,     x^  =  x^ ,      und  wenn       i  >  h     ist:     x.  =  x'. , 
wo  nach  einander  A- =  2,  3,  ...n  zu  setzen  ist; 

(2)  x^  =  x[-\- x'^,      und  wenn      i>\     ist:     x.=  x., 

(3)  x^  =  cx[,  und  wenn       i>\     ist:     x.  =  x'.-^ 

denn  bei  jeder  solchen  elementaren  Transformation  geht  eine  Unterdetermi- 
nante nur  entweder  in  eine  andre  oder  in  die  Summe  von  zweien  über,  oder 
sie  wird  nur  mit  dem  Substitutionscoefficienten  c  multiplicirt.  —  Nunmehr 
sind  die  Schaaren  hervorzuheben,  welchen  die  einfachsten  Reihen  determi- 
nirender  Formenclassen  entsprechen,  d.  h.  solche,  in  denen  das  erste  Glied 
nur  die  Potenz  einer  linearen  Function  von  u  und  v  oder  Null  und  jedes 
der  übrigen  Glieder  gleich  Eins  ist.     Die  Reducirte  einer  solchen  Schaar  ist: 

(xi  +  cv)  {x^x.,  +  aTgO;,  -\ )  +  v{x^x.^  +  x^x,^  -\ )  , 

in  welcher  beide  Formen  gleich  viel  Glieder  enthalten,  wenn  die  Determi- 
nante gleich  Null  ist,  während  andernfalls  die  erste  Form  ein  Glied  mehr 
enthält  als  die  zweite.  Eine  solche  reducirte  Schaar  ist  ebenso  wie  die  ganze 
Classe  von  Schaaren,  zu  denen  sie  gehört,  durch  die  Anzahl  der  Variabelu 
und  durch  den  Werth  ihrer  Determinante,  die  entweder  gleich  Null  oder 
gleich  (m  -f-  cvY  ist,  vollständig  bestimmt,  da  im  ersteren  Falle  c  =  0  genommen 
werden  kann,  und  jede  Schaar  einer  solchen  Classe  d.  h.  jede  Schaar,  zu  der 
eine  jener  einfachsten  Reihen  von  determinirenden  Classen  gehört,  ist  dem- 
gemäss  als  „elementare  Schaar"  zu  bezeichnen.  Da  nun  die  Reducirte  einer 
beliebigen  Classe  von  Schaaren  ein  Aggregat  von  reducirten  elementaren 
Schaaren  ist,  so  besteht  für  jede  Schaar  n(p  +  vir  eine  (Jleichung 

k 

in  welcher  jedes  einzelne  Glied  auf  der  rechten  Seite  eine  elementare  Schaar 
repräsentirt.  Es  lässt  sich  ferner,  wie  oben  näher  ausgeführt  worden,  einer- 
seits aus  den  Determinanten  und  Gliederzahlen  der  einzelnen  elementaren 
Schaaren  die  zu  u(p-\-vii)  gehörige  Reihe  der  determinirenden  Formenclassen 
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bilden,  andrerseits  können  aus  dieser  Reihe  und  aus  jener  Reihe  von  Zahlen, 
welche  die  Dimension  der  „determinirenden  Gleichungen"  angeben,  die  Deter- 
minanten und  Gliederzahlen  der  einzelnen  elementaren  Schaaren  hergeleitet 
werden,  und  man  erkennt  somit,  dass  die  erwähnten  beiden  Reihen  für  alle 
zu  einer  und  derselben  Classe  gehörigen  Schaaren  durchaus  charakteristisch  sind. 

Um  nunmehr  die  Wcierstrass' sehe  Reductionsmethode  zu  entwickeln, 
sei  u(p -\- vtl)  eine  Schaar  bilinearer  Formen  der  Variabein  x,  y  und  ihre  De- 
terminante von  Null  verschieden.     Setzt  man 

i,  k 
k 

sowie  ferner,  um  die  Entwickelung  in  formaler  Hinsicht  zu  vereinfachen, 

u(p  -\-  vip  ^  w        und         ^^'p^  =  0  , 

so  erhält  man  w  als  bilineare  Form  ihrer  Derivirten  iv^^,  iv.^  in  bekannter 
Weise  als  Quotient  zweier  Determinanten  dargestellt,  nämlich: 

h"  ,1 

(A)  ''  =  ~  1^  (••^=    ''■■■-'' 

Diese  Betrachtung  der  bilinearen  Form  iv  als  Function  ihrer  derivirten  bildet 
die  eine  wesentliche  Grundlage  der  Weierstrass'sdhen  Analyse,  welche  übrigens, 
so  aufgefasst,  auch  in  dem  Falle  anwendbar  bleibt,  wo  die  Determinante  ver- 
schwindet. Ein  zweiter  Hauptpunkt  der  Weierstrass'mh.&a.  Entwickelungen 
besteht  darin,  dass  auf  die  Fom  w,  als  Function  ihrer  derivirten  betrachtet, 
die  Jöcofc/'sche  Transformation*)   angewendet  wird,   um  daraus  die  Zerlegung 


'•■j  Borchardt's  Jovirual,  Bd.  53,  pa-f.  2ü5  sqq.') 

')  C.  G.  J.  Jacobi,  Gresammelte  Werke.    Bd.  III.    S.  583—590.  H. 
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in  Partialljrüche  herzuleiten.  Aber  statt  von  dem  JacoWschen  Eesultate  Ge- 
brauch zu  machen  entwickelt  Hr.  Weierstrass  bei  dieser  Gelegenheit  eine 
Methode,  welche  überhaupt  zu  einer  eleganten  Herleitung  der  JacoW sehen 
Transformation  benutzt  und  in  folgender  allgemeinen  Determinantenformel 
zusammengefasst  werden  kann: 

,„  =  0     I      ««1      I      "I  \«,s=      m  +  1 7./ 

Die  Grössen  iv  bedeuten  hier  ganz  beliebige  (u  +  1)^  Elemente,  für  welche 
die  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Nenner  von  Null  verschieden  sind, 
in  dem  letzten  Gliede  d.  h.  für  m  =  n  ist  1^^,1  =  1  zu  setzen,  und  die 
Formel  selbst  ist  ohne  Weiteres  mit  Hilfe  der  bekannten  Gleichung*) 

zu   verificiren.  In  dem  obigen  Falle  ist    w^^  =  0,    das   dem   Werthe    m  =  0 

entsprechende  erste  Glied   auf  der   rechten  Seite   von  (B)   wird  gemäss   der 

Gleichung  (A)  gleich  —  tv,  und  die  Formel  (B)  verwandelt  sich  daher  in 
folgende: 

(c)  tv  =2  L  iL  I  (:  ,=»."'+;.•••"), 

m  =  l       I      91    l      I      »»I  *>'    =       m+h  ■■■'"' 

welche  mit  der  Jaco&i'schen**)  genau  übereinstimmt. 

Man  kann  sich  die  Schaar  Mg)  -f-  vr[>  (gemäss  einer  mündlichen  Mit- 
theilung meines  Freundes  Weierstrass)  aus  den  Schaaren  derselben  Classe  von 
vorn  herein  so  ausgewählt  denken,  dass  alle  die  verschiedenen  aus  den  Ele- 
menten w.^  gebildeten   partialen  Determinanten   einer  und  derselben  Ordnung 


*)  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  III.  Auflage  §  6,  3. 
**)  Borchardfs  Journal,  Bd.  53,  pag.  269.») 

■)  Werke.    Bd.  III.    S.  689.  H. 
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auch  einen  und  denselben  grössten  gemeinsamen  Tlieiler  mit  der  Determi- 
nante |w.j.  ]  selbst  haben;  denn  diess  findet  offenbar  statt,  wenn  eine  all- 
gemeine lineare  Transformation  mit  unbestimmten  Substitutionscoefficienteu 
auf  die  Form  uq)  -\-  vxi>  angewendet  wird.  Ist  nun  i(  -f  c,,v  irgend  ein  Factor 
der  Determinante  |w,^|,  so  muss  derselbe  unter  der  angegebenen  Voraus- 
setzung*) in  den  Determinanten 


auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (C)  genau  gleich  oft,  in  \tv  ,\  aber  zu 
derselben  oder  zu  einer  noch  höheren  Potenz  erhoben  als  Factor  vorkommen. 
Wenn  im  letzteren  Falle  die  in 

\iV^^,\  (,,5'  =  »,m+l,...„) 

enthaltene  Potenz  um  e,,_  Einheiten  grösser  und  e,^  positiv  ist,  so  lassen 
sich  die  Quadratwurzeln  aus 


(u  4-  c  v)     ■  ^ — ,-  ,  (u  -f-  c  v)     ■ 


nach  ganzen  positiven  Potenzen  von \-  c^  entwickeln,  und  die  Coefficienten 

werden  hierbei  das  eine  Mal  lineare  Functionen  der  Grössen  w^j,,  das  andre 
Mal  lineare  Functionen  der  Grössen  tv.^^.  Bezeichnet  man  daher  die  Coeffi- 
cienten der  Ji'""  Potenz  resp.  mit 

mx^';;^  -f  i;x]';' ,      « r^"'  +  vY'^"^  a-=o,  i,  2, . .  .> , 

wo  X,  X  lineare  Functionen  der  Variabein  x  und  Y,  Y  lineare  Functionen 
der  Variabein  y  bedeuten,  so  wird  in  der  Eutwickeluug  von 


IVl 


/Q.  <)'  =  '»,  m  +  l,  .  ..  ji\ 
('■      =o,.H-i....») 

\s,s'=      m  +  l,...«/ 


*)  Die  Grössen  ic^.i,,  «t'.y  .siad  hierbei  uicbt  als  lineare  Functionen  von  n  und  v, 
sondern  als  unabhängige  Veränderliche  resp.  als  unbestimmte  Grössen  anzusehen. 
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nach  steigenden  Potenzen  von  —  +  c^  der  Coefficient  der  ( — (»)'*°  Potenz : 

Setzt  man  der  Kürze  halber  diese  bilineare  Function  der  Variabein  x,  y 
gleich  i^^"',  so  erhält  man  für  die  gesuchte  Zerlegung  von  tv  in  Partial- 
brüche die  Formel 

(D)  w  =  22i-'>^y~\u  +  cvy°F^'^'  (?=i,2,....j. 

in  welcher  die  erste  Summation  sich  auf  alle  Werthe  von  v  und  resp.  auf 
alle  Werthe  m  =  l,  2,  ...  bezieht,  für  welche  e,^  positiv  ist. 

Wenn  in  den  Elementen  der  ersten  Horizontal-  und  Verticalreihe  der 
Determinante  |w^,,  |  einmal  u  =  0,  das  andre  Mal  v  =  0  gesetzt  und  diess  in 
folgender  Weise  angedeutet  wird: 

\%Au=0>  |%/.|r  =  0  to.*=0,l,...n). 

so  ist 

(E)  («<p  -vi^)-\  w,.,\  =  |^.|„=„  -  h^,.|,.„         (t::"'J;::::)  • 

Wird  nämlich  in  der  zweiten  Determinante  rechts  die  zweite  Horizontal- 
reihe mit  x^,  die  dritte  mit  x^  etc.  multiplicirt  und  von  der  ersten  Hori- 
zontalreihe subtrahirt,  und  alsdann  die  zweite  Verticalreihe  mit  y^ ,  die  dritte 
mit  y^  etc.  multiplicirt  und  von  der  ersten  Verticalreihe  abgezogen,  so  kommt 
als  erste  Horizontalreihe 

und  als  erste  Verticalreihe 

und  die  Determinante  selbst  wird  also  in  der  That  gleich 

L,  Kronecker's  Werke  I.  50 
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Aus  der  Gleichung  (E)  geht  hervor,  dass  die  Coefficienten  der  beiden  höchsten 
Potenzen  von  u  auf  der  linken  Seite  mit  denen  des  zweiten  Theils  auf  der 
rechten  Seite  übereinstimmen,  also  auch  mit  denen  der  rechten  Seite  von  (D), 
wenn  dieselbe  mit  [w,.j.|  multiplicirt  und  dann  in  den  mit  F  bezeichneten 
bilinearen  Formen  v  =  0  genommen  wird.    Hiernach  kommt  schliesslich,  wenn 


^  X^'f  Yl'f  =  ^*"'^  (>=+'i=^„,-i,  ^=0, 1, . 


-1) 


x,^ 


gesetzt  wird: 

(F)  u(p  —  vip=^  ({u  —  c^v) ^f ''  —  V  ^l'"^)  , 

wo  die  Summation  auf  alle  Werthe  von  v  und  resp.  alle  zugehörigen  Werthe 
von  w  =  l,  2,  ...  zu  erstrecken  ist,  wofür  e^>0  bleibt,  und  «fJ"' =  0  zu 
nehmen  ist,  sobald  e^  den  Werth  Eins  hat. 

Durch  die  Formel  (F) ,  in  welcher  auch  v  in  —  v  verwandelt  werden 
kann,  wird  eine  beliebige  Schaar,  deren  Determinante  nicht  verschwindet,  als 
ein  Aggregat  von  elementaren  reducirten  Schaaren  dargestellt,  und  die  obige 
Herleitung  derselben  zeigt,  dass  wenigstens  für  den  erwähnten  Fall  der 
Weiersf rassische  Weg  an  Kürze  und  Uebersichtlichkeit  demjenigen  nicht  nach- 
steht, welchen  ich  in  meinem  Vortrage  vom  19.  Januar  d.  J.  für  beliebige 
Schaaren  angegeben  habe.  Aber  die  dort  entwickelte  Reductionsmethode 
lässt  noch  mancherlei  redactionelle  Vereinfachungen  zu,  bei  denen  zugleich 
die  eigentlichen  Principien,  auf  denen  das  Verfahren  beruht,  viel  deutlicher 
hervortreten,  und  diess  geschieht  namentlich,  wenn  mau  dabei  auf  die  volle 
Allgemeinheit  verzichtet  und  sich  auf  den  speciellen  Fall  beschränkt,  wo  die 
quadratischen  Formen  nur  bilinear  sind. 

Ebenso  wie  die  Weierstrass' sehe  Methode  basirt  auch  die  meinige  im 
Falle  bilinearer  Formen  wesentlich  auf  jener  schon  oben  citirten  Jaco&i'schen 
Transformation: 
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(G)  2a.^os,y,=2Ä^X^l\.  (i,k=i,2,...n), 

1,  k  k 

und  es  sind  hierbei  X^,  T^.  resp.  lineare  Functionen  der  gleichnamigen  Va- 
riabein Xf,,  y^  und  derer  die  darauf  folgen.  In  dieser  Fassung  ist  das  Ja- 
cofei'sche  Eesultat  zwar  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  keine  der  partialen 
Determinanten 

verschwinde,  aber  die  Deduction,  aus  der  dasselbe  hervorgegangen,  ist  ganz 
allgemein  anwendbar,  auch  dann,  wenn  die  Determinante  |a^.j|  selbst  gleich 
Null  ist.  Lässt  man  indessen  diesen  Fall  bei  Seite,  so  können  nicht  die 
sämmtlichen  aus  den  ersten  n  —  1  Horizontalreihen  und  irgend  welchen 
n  —  1  Verticalreihen  zu  bildenden  Determinanten  (n  —  1)'"  Ordnung  ver- 
schwinden, und  es  muss  daher  eine  grösste  Zahl  Ä-^  existiren,  wofür 

\a      I  (r=l,  2, ...  n-l;  5=1,  ;..  n  ausser  t„) 

von  Null  verschieden  ist.  Bedeutet  nun  ebenso  k^_^  die  grösste  der  Zahlen  s, 
wofür  die  Determinante  (n  —  2)'"  Ordnung 

\a      I  (p=l,  2,  ..  .»j-2;  5=1,  ...  B  ausser  i-_,  und  i„) 

\     P'l\ 

nicht  verschwindet  u.  s.  f.,  so  ist  die  J«co6rsche  Analyse  ohne  Weiteres  an- 
wendbar, wenn  die  Variabein  x  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  genommen 
werden,  die  Variabein  y  al^er  in  derjenigen,  welche  durch  die  Folge  der 
Indices 

^i>  K'  •  ■  ■  K 

bezeichnet  ist.  Es  ergiebt  sich  daher  eine  der  obigen  durchaus  analoge 
Gleichung 

(G')  2  a.^x.  y,  =^  Ä^x'X  (*-  '•-  *= i.  2.  •••'■) , 

t,  i  h 

in  welcher    \,  y[    resp.   lineare  Functionen    von    höchstens    n  —  ä  +  1    Va- 

50* 
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riabeln  x,  y  sind.  Aber  während  in  x^,  genau  wie  oben,  ausser  x^  selbst 
nur  die  darauf  folgenden  Veränderlichen  x  vorkommen  können,  enthält  y[ 
erstens  die  Variable  y,  deren  Index  k,^  ist,  und  zweitens  nur  solche,  die  zu- 
gleich bei  der  natürlichen  und  bei  jener  neuen  Anordnung  darauf  folgen. 
In  der  mit  yl  bezeichneten  linearen  Function  der  Variabein  y  können  daher 
nur  solche  vorkommen,  deren  Indices  gleichzeitig  in  den  beiden  Reihen 

K>  K+'^^  ^/,  +  ^ '  •  •  • »» 

enthalten  sind.  Um  diess  etwas  näher  zu  erläutern,  möge  der  Einfachheit 
halber  k^=v  und  Ä;^_j=tt  gesetzt  werden.  Dann  wird  z.  B.  2/,i_i  nach 
Jacobi  durch  eine  Determinante  {n.  —  1)'"  Ordnung  gegeben,  welche  entsteht, 
wenn  man  in  dem  System  a.^  die  ft'®  Verticalreihe  mit  y^^  und  die  v'*  mit  y^ 
multiplicirt,  die  erstere  zu  der  letzteren  addirt  und  alsdann  die  (i'°  Vertical- 
reihe sowie  die  w'°  Horizontalreihe  weglässt.  Ist  nun  [i>  v,  so  ist  nach 
den  bei  der  Wahl  der  Indices  ft  und  v  massgebenden  Bestimmungen  der 
in  y  multiplicirte  Theil  dieser  Determinante  gleich  Null,  und  sie  ist  daher 
nur  ein  Vielfaches  von  y    allein. 

Werden  die  Indices  sowohl  für  die  Variabein  x  als  für  die  Variabein  y 
irgendwie  in  je  zwei  Gruppen  getheilt 

1,2,...»»;     m  -{-  \  ,  m  -\-  2 ,  .  . .  n, 
1 ,  2,  ...  m' \     m'-\-  1 ,  tu' -\-  2 ,  .  . .  n , 

so  lassen  sich  in  der  bilinearen  Form  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (G') 
drei  Theile  f'^,  f^,  f'^  unterscheiden,  je  nachdem  darin  nur  Variabein  der 
ersten  Gruppe  oder  nur  solche  der  zweiten  Gruppe  oder  endlich  Variabein 
beider  verschiedener  Gruppen  mit  einander  multiplicirt  vorkommen.  Die 
Gleichung  (G)  zeigt  demnach,  dass  jede  bilineare  Form  f  der  Variabein  x,  y 
sich  in  ein  Aggregat  von  drei  solchen  eben  charakterisirten  Formen  f'^,  fl,  f'^ 
der  Variabein  x',  y'  verwandeln  lässt,  dass  also 

(H)  f=n+f:+n 
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Avird,  und  zwar  vermittelst  einer  Substitution,  bei  welcher  die  Veränder- 
lichen der  einen  Gruppe  nur  unter  einander  transformirt  werden.  Es  ist 
diess  die  zweite  Gruppe,  wenn  die  Indices  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge 
genommen  werden,  und  aber  die  erste,  wenn  man  von  der  umgekehrten  An- 
ordnung ausgeht. 

Aus  der  Gleichung  (H)  ergeben  sich  je  nach  der  einen  oder  andern 
Anordnung  der  Indices  die  beiden  Resultate,  welche  ich  in  den  mit  I  und  II 
bezeichneten  Abschnitten  jenes  Nachtrages  vom  16.  Februar  entwickelt  habe. 
Dieselben  sind  dort  absichtlich  nicht  auf  die  JacoWsche  Deduction  gegründet, 
sondern,  wie  es  für  den  Rahmen  der  Darstellung  passte,  mit  Hilfe  eines  Re- 
ductionsverfahrens  direct  hergeleitet  worden.  Auch  ist  dieses  Verfahren,  dem 
Zwecke  entsprechend,  nur  so  weit  als  nöthig  fortgesetzt  und  nicht  auch  auf 
denjenigen  Theil  erstreckt  worden,  der  in  der  transformirten  Form  nur  Va- 
riabein der  zweiten  Gruppe  mit  einander  multiplicirt  enthalten  würde*). 

Das  in  der  Gleichung  (H)  enthaltene  Resultat  kommt,  so  wie  es  oben 
formulirt  wurde,  bei  der  Reduction  von  Schaaren  bilinearer  Formen  folgender- 
massen  zur  Benutzung.  Nachdem  die  beiden  Grundformen  q)  und  ip  in  der 
Weise  vorbereitet  sind,  wie  es  in  den  einleitenden  Sätzen  des  Art.  V  meines 
Aufsatzes  vom  19.  Januar  angegeben  ist,  vertheilen  sich  die  sämmtlichen 
Variabein  der  Schaar  u<p-\-vif  in  drei  verschiedene  Complexe  C^,  C^,  C^,  so 
dass  Cj  und  C^  resp.  die  ausschliesslich  in  (p  oder  t  vorkommenden  Variabein, 
Cg  aber  die  in  beiden  Formen  zugleich  vorkommenden  enthält.  Nunmehr 
hat  man  die  Variabein  der  bilinearen  Form  9  in  die  zwei  Gruppen  Cj,  C^ 
zu  sondern  und  darauf  die  Transformation  (H)  dergestalt  anzuwenden,  dass 
dabei  die  Variabein  der  ztveiten  Gruppe  C^  nur  unter  sich  transformirt  werden. 
Durch  diese  Transformation  scheiden  sich  die  neuen  Variabein  von 

a      und      a 


*)  Die  im  Art.  I  und  II  meines  Aufsatzes  vom  19.  Januar  enthaltenen  Ent- 
wickelungen  füliren  ebenso  von  verschiedenen  Seiten  her  zu  einer  und  derselben  allgemein 
giltigen  Transformation  beliebiger  quadratischer  Formen,  welche  in  die  Jacobi' sehe  über- 
geht, sobald  die  Formen  nur  bilinear  sind. 
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in  je  zwei  Abtheilungen 

Cii,     Cj^2  ^^^  ^21'     ^22' 

insofern  dabei  sowohl  die  Variabein  von  C^j  als  die  von  C[^^  nur  unter 
einander,  diejenigen  von  C\^  aber  mit  denen  von  C'^j  multiplicirt  erscheinen, 
und  nach  deren  Einführung  in  it>  sind  demgemäss  die  Variabein  dieser 
zweiten  Grundform  in  zwei  Gruppen  zu  theilen,  deren  erste  durch  die  Va- 
riabein von  (7^j ,  die  zweite  aber  durch  die  von  C^^  und  C^  gebildet  wird. 
Hiernach  ist  wiederum  die  Transformation  (H)  auf  die  Form  ip  anzuwenden, 
jedoch  so,  dass  die  Variabein  der  ersten  Gruppe  C^j  nur  unter  sich  trans- 
formirt  werden.  Führt  man  endlich  die  hierbei  auftretenden  neuen  Variabein 
auch  in  (p  ein,  so  erscheint  darin  jede  zum  Complex  C^x  gehörige  Veränder- 
liche mit  einer  linearen  Function  der  übrigen  multiplicirt,  welche  je  eine  der 
Variabein  von  6^^^  enthält  und  an  deren  Stelle  als  neue  Variable  zu  nehmen 
ist.    —   Nach  dieser  Reihe  von  Operationen  sind  Schaaren  folgender  Art 

UX7J ,     (ux -\- vx')y ,     (uy  -\-  vij')x,     u{xy'  -\-  x'y)  -\-  vxy 

abzusondern,  und  es  bleibt  eine  Schaar  mit  den  Grundformen 

k 

(i  =  l,  2, . . .) 

k 

wenn  mit  z^,  z^,  ...  die  Veränderlichen  x,  y  zusammen  bezeichnet  werden. 
Da  nun  für  die  Schaar  u<^-\-vW,  welche  weniger  als  n  Variabein  enthält, 
die  Existenz  einer  Reducirten  u^' -\- vW  vorausgesetzt  werden  kann,  so  hat 
man  an  Stelle  von  (21)  und  (33)  resp. 

{^')  2Vr+k       +*'«v+i»  ^2.+2.  •••) 

k 

{k=l,  2,  . .  .) 

(«')  2^.+k',,.+k+  'y'ih.+„  K.+„  ...) 

k 

ZU     nehmen,     darin     ^gv+i'     -^21+2'     •  •  •  -^sv     ^^s     lineare     Functionen     von 
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■^2^+1'  ■^är+ä'  •••ZU  betrachten  und  endlich  (SC)  und  (33')  gleichzeitig  in  die 
beiden  Formen 

k 

(»°)  ^^  +  A.  +  .+    ^\<r+.  ,     C^^.,     ■  ■  •) 

k 

ZU  verwandeln,  welche  die  Grundformen  einer  reducirten  Schaar  repräsen- 
tiren.  Diese  Verwandlung  findet  sich  im  Art.  IV  meines  Aufsatzes  vom 
Januar  sowie  im  Art,  III  des  Nachtrages  vom  Februar  d.  J.  näher  aus- 
geführt, und  es  ist  dabei  nur  noch  zu  beachten,  dass  bei  der  angenommenen 
Bezeichnungsweise  diejenigen  beiden  Arten  von  elementaren  Schaaren  un- 
unterschieden  bleiben,  welche  durch  Vertauschung  der  beiden  Variabein- 
systeme aus  einander  entstehen.  Für  den  Fall  verschwindender  Determi- 
nanten sind  diess  in  der  That  zwei  verschiedene  Arten  von  Schaaren,  und  da 
ihnen  auch  zwei  verschiedene  Arten  von  defcerminirenden  Gleichungen  ent- 
sprechen, je  nachdem  die  nach  den  Variabein  des  einen  oder  des  andern 
Systems  genommenen  Ableitungen  darin  vorkommen,  so  bedingt  diess  für  den 
Fall  bilinearer  Formen  einige  leicht  zu  übersehende  Modificationen  der  für 
Schaaren  quadratischer  Formen  angegebenen  Resultate. 


Legt  man  bei  der  Bildung  einer  Schaar  zwei  biliueare  Formen  zu 
Grunde,  die  nach  Jacobi  als  „conjugirt"  zu  bezeichnen  sind,  d.  h.  zwei  Formen, 
deren  eine  die  transponirte  der  andern  ist,  so  entsteht  eine  Schaar 


(ua.^  +  va^.^)x.y^ 


und  die  Zerlegung  derselben  in  elementare  führt  auf  eben  solche  Schaaren 
mit  conjugirten  Grundformen.  Dabei  sind  jedoch  im  Allgemeinen  je  zwei 
elementare  Schaaren  paarweise  zusammenzufassen,  z.  B.  so,  dass  Schaaren 
entstehen,  deren  Grundformen 

und  ihre  conjugirte  sind,  und  deren  Determinante,  je  nachdem  n  ungrade 
oder  grade  ist,  den  Werth  Null  oder 

{an  +  hv)"'(av  +  6t(.)"'  (7!=2m-2) 

hat.  Es  treten  aber  auch  einfache  elementare  Schaaren  auf,  deren  Grund- 
formen 

(5')  2'"(-  l)'^,.2/„_.  +2  (-  l)''^,2/„_,_, 

und  ihre  conjugirte  sind,  und  deren  Determinante  den  Werth 
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hat.    In  dem  Ausdrucke  {%')  fällt  für  «  =  0  die  auf  i  bezügliche  Summation 
fort,  und  aus  {^)  entstehen  für  w  ==  0  jene  Schaaren 

(au  +  bv)Xgy^  +  (av  +  bit)x^y^, 

welche  bei  der  Zerlegung  in  elementare  allein  auftreten,  wenn 

I  MO_^.  +   Va^^.  I  (',*  =  !,  2,  .  .  .  2r) 

lauter  verschiedene  Factoren  enthält*). 

Man   kann   den  Aequivalenzbegriflf  für   bilineare  Formen   beschränken 
und  zwei  Formen 

^  "ik^iVk  y  2  "■ik^lyl  (.,  t=i,  2, . . . «) 

t,  *  t,  * 

nur  dann  als  äquivalent  gelten  lassen,  wenn  die  eine  derselben  in  die  andre 
durch  die  Substitutionen 

X.  =2  CikK  ,  Vi  =2  CnV'k  (.-,*  =  1,  2, ...  «) 

übergeführt  wird,  d.  h.  also  wenn  die  Transformation  für  beide  Systeme  von 
Variabein  identisch  ist.    Alsdann  gehen  gleichzeitig  die  transponirten  Formen 

S^ki^iVk^  ^  ^ki^iVk  (.,*  =  !,  2,...  n) 

I,  *  .-,  * 

durch  eben  dieselbe  Transformation  in  einander  über,   und  jene  Aequivalenz 
von  zwei  bilinearen  Formen 

^  ^ik^iVk  >  2  ^'ik^iVk  '*■'  *= 1.2.  •  •  ■") 

I,  *  I,  k 


*)  Vgl,  meine  Arbeit  „über  bilineare  Formen"  Monatsbericht  v.  Octob.  1866.') 
')  Bd.  I  S.  143-  162  dieser  Ausgabe  von  L.  Kroneckef s  Werken.  H. 

L.  Kronecker's  Werke  I.  Bl 
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hängt  auf  diese  Weise  unmittelbar  mit  der  Aequivalenz  der  Schaaren 

zusammen,  deren  je  zwei  Grundformen  einander  conjugirt  sind*).  So  re- 
sultirt  namentlich  aus  der  Unzerlegbarkeit  von  elementaren  Sehaaren  auch 
die  Unmöglichkeit,  irgend  welche  der  Formen  %  durch  eine  für  beide  Va- 
riabelnsysteme  übereinstimmende  Transformation  in  ein  Aggregat  bilinearer 
Functionen  von  weniger  Variabein  zu  verwandeln,  und  es  widerlegt  sich  damit 
die  Jbrc^an'sche  Behauptung,  dass  jedes  bilineare  Polynom  durch  eine  solche 
Transformation  auf  eine  Summe  von  biliuearen  Functionen  folgender  Art 

xy,      xy'—x'y,      xy -\- x' y  —  xxf ,      xy  -\-  x'y'  -\-  ^{x'y  —  xy') 

zurückführbar  sei,  deren  jede  höchstens  vier  Variabein  enthält**). 

Die  Methode,  mit  Hilfe  deren  Hr.  Jordan  dieses  unrichtige  Resultat 
erlangt  hat,  muss  natürlich  ihre  Mängel  haben,  und  einer  derselben  ist  auch 
leicht  erkennbar.  Es  werden  nämlich  in  den  mit  Nr.  7  und  8  bezeichneten 
Abschnitten  seiner  bezüglichen  Arbeit***)  Substitutionen  benutzt,  welche  nicht 
anwendbar  sind,  sobald  die  a.  a.  0.  mit  D  und  J^  bezeichneten  Nenner  ver- 
schwinden. 

Es  war  zu  erwarten,  dass  die  Behandlung  der  allgemeineren  Frage, 
welche  die  Aequivalenz  von  Schaaren  bilinearer  Formen  betrifft,  auch  über 
die  speciellere  der  Aequivalenz  von  bilinearen  Formen  —  in  dem  oben  an- 
gegebeneu engeren  Sinne  des  Vii'ortes  —  Aufschluss  ertheilen  würde,  und  ich 
habe    deshalb    bei  Hrn.   Jordan    die  Hinweisung    darauf  vermisst,    dass    seine 


*)  Vgl.  meine  schon  citirte  Arbeit  „über  bilineare  Formen"  Monatsbericht   vom 
October  1866,  p.  600'). 

**)  Comptea  Kendus  Tome  LXXVII  p.  1490  und  1491.    Liotwilles  Journal  Ser.  II. 
Bd.  XIX.   p.  45  und  46. 

***)  Liouville^s  Journal  Ser.  II.    Bd.  XIX.    p.  43,  44  und  45. 

')  Band  I  S.  149  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H. 
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beiden  ersten  Probleme  als  specielle  Fälle  des  dritten  aufzufassen  sind.  Indem 
ich  am  Schlüsse  meines  Aufsatzes  vom  Januar  d.  J.  die  gegenseitigen  Be- 
ziehungen jener  drei  Probleme  hervorhob  und  dabei  die  Worte  einschaltete, 
dass  Hr.  Jordan  eben  diese  Beziehungen  „zu  bemerken  unterlassen  hat",  habe 
ich  keineswegs,  wie  er  meint*),  ihm  zugleich  den  Vorwurf  gemacht,  für  die 
Lösung  seines  zweiten  Problems  davon  Nutzen  gezogen  zu  haben.  Eher 
hätte  man  wohl  den  entgegengesetzten  Vorwurf  aus  jenen  eingeschalteten 
Worten  herauslesen  können,  aber  ich  habe  damit  eben  nur  constatiren  wollen, 
dass  jeder  Hinweis  auf  das  gegenseitige  Verbal tniss  der  drei  Probleme  in  der 
JbrdJa»^'schen  Mittheilung  fehlt. 


*)  Die  bezüglichen  Worte  (Comptes  Rendus  vom  2.  März  d.  J.  p.  617)  lauten: 
„Nous  avons  traite  accessoirement,  dans  uotre  travail,  deux  autres  problemes  plus  simples, 
qu'on  peut  considerer  comme  des  cas  particuliers  du  precedent.  M.  KronecJccr  nous  re- 
proche  ä  la  fois  et  d'avoir  omis  cette  remarque,  et  de  l'avoir  utilisee  pour  la  Solution 
du  second  probleme,  sans  indiquer  que  des  methodes  fondees  sur  le  meme  principe  avaient 
ete  donnees  par  lui  d'abord,  puis  par  M.  Christoffel."  Uebrigens  sind  weder  in  der  einen 
noch  in  der  andern  von  den  mehrfach  citirteu  Jordan'sch.en  Arbeiten  die  beiden  ersten 
Probleme  „accessorisch"  behandelt,  sondern  überall  mit  dem  dritten  auf  ganz  gleiche 
Linie  gestellt,  und  in  den  Comptes  Rendus  vom  December  v.  J.  ist  Hr.  Jordan  auf  die 
ersten  beiden  Probleme  sogar  viel  ausführlicher  eingegangen,  als  auf  das  dritte. 


Bei  dem  Reductionsverfahren  für  Schaaren  von  quadratischen  und 
bilinearen  Formen,  wie  ich  es  hier  und  in  meinen  beiden  vorhergehenden 
Arbeiten  auseinandergesetzt  habe,  bildet  die  gruppenweise  Zusammenfassung 
von  gewissen  Variabein  der  Schaar  das  wesentliche  Fundament.  Das  Be- 
dürfniss  einer  solchen  Zusammenfassung  trat  in  jenem  einfacheren  Falle, 
welchen  ich  in  dem  ersten  Theile  meines  Aufsatzes  vom  18.  Mai  1868  be- 
handelt habe,  noch  nicht  hervor  und  ebensowenig  bei  der  weiteren  Trans- 
formation der  Ausdrücke,  die  ich  dort  im  zweiten  Theile  aufgestellt  habe*). 
Bei  diesen  Fragen  genügte  vielmehr  die  a.  a.  0.  ausführlich  entwickelte  Me- 
thode, durch  welche  je  eine  der  Variabein  nach  der  andern  von  der  Schaar 
abgetrennt  wird.  Als  ich  diese  einfache  Methode  im  Sommer  1868  un- 
mittelbar auf  beliebige  Schaaren  anzuwenden  versuchte,  stiess  ich  auf  die 
Schwierigkeit,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  eine  Grundform  mehr  als  eine  Va- 
riable ausschliesslich  enthält,  unter  gewissen  Umständen  einer  der  früheren 
Schritte  des  Reductionsverfahrens  durch  einen  der  späteren  zu  Nichte  gemacht 
wurde,  und  erst  dann,  als  ich  bei  meiner  neueren  Beschäftigung  mit  diesem 
Gegenstande  auf  den  Gedanken  kam,  das  Verfahren  statt  auf  die  einzelnen 
Veränderlichen  gleichzeitig  auf  ganze  Gruppen  derselben  zu  erstrecken,  gelang 
mir  die  Auffindung  einer  Methode  zur  Reduction  von  beliebigen  Schaaren 
quadratischer  oder  bilinearer  Formen.  Dieser  Gedanke  der  Gruppenbildung 
lag  indessen  nicht  so  nahe,  als  es  vielleicht  den  Anschein  hat,  und  die  Durch- 
führung desselben  erforderte  noch  mancherlei  Mühe,  deren  Spuren  in  meiner 
ersten  Ausarbeitung  vom  19.  Januar  d.  J.  nur  zu  deutlich  erkennbar  sind. 
Dass  sich  aber  für  eine  zugleich  einheitliche  und  ganz  allgemeine  Ent- 
wickelung,  wie  sie  in  der  eben  erwähnten  Arbeit  gegeben  ist,  gewisse  neue 


*)   Die    erwähnte   Transformation    findet    sich    im   Art.  IV    des  Nachtrages    vom 
16.  Februar  d.  J.  ausführlich  dargelegt     [S.  376  —  378  dieser  Ausgabe]. 
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Principien  als  nölhig  erwiesen,  kann  durchaus  nicht  befremden,  und  es  wäre 
im  Gegentheil  zu  verwundern,  wenn  wirklich  den  Jordan'schen  Behauptungen 
gemäss*)  die  allereinfachsten  Mittel  dazu  ausreichen  sollten.  Denn  mau  ist 
es  gewohnt  —  zumal  in  algebraischen  Fragen  —  wesentlich  neue  Schwierig- 
keiten anzutreffen,  wenn  man  sich  von  der  Beschränkung  auf  diejenigen  Fälle 
losmachen  will,  welche  man  als  die  allgemeinen  zu  bezeichnen  pflegt.  Sobald 
man  von  der  Oberfläche  der  sogenannten,  jede  Besonderheit  aussehliessenden 
Allgemeinheit  in  das  Innere  der  wahren  Allgemeinheit  eindringt,  welche  alle 
Singularitäten  mit  umfasst,  findet  man  in  der  Regel  erst  die  eigentlichen 
Schwierigkeiten  der  Untersuchung,  zugleich  aber  auch  die  Fülle  neuer  Ge- 
sichtspunkte und  Erscheinungen,  welche  sie  in  ihren  Tiefen  enthält.  Diess 
bewährt  sich  durchweg  in  den  wenigen  algebraischen  Fragen,  welche  bis  in 
alle  ihre  Einzelheiten  vollständig  durchgeführt  sind,  namentlich  aber  in  der 
Theorie  der  Schaaren  von  quadratischen  Formen,  die  oben  in  ihren  Haupt- 
zügen entwickelt  worden  ist.  Denn  so  lange  man  es  nicht  wagte,  die  Voraus- 
setzung fallen  zu  lassen,  dass  die  Determinante  nur  ungleiche  Factoren  ent- 
halte, gelangte  man  bei  jener  bekannten  Frage  der  gleichzeitigen  Trans- 
formation von  zwei  quadratischen  Formen,  welche  seit  einem  Jahrhundert 
so  vielfach,  wenn  auch  meist  blos  gelegentlich,  behandelt  worden  ist,  nur  zu 
höchst  dürftigen  Resultaten,  und  die  wahren  Gesichtspunkte  der  Unter- 
suchung lilieben  gänzlich  unerkannt**).  Mit  dem  Aufgeben  jener  Voraus- 
setzung führte  die  Weierstrass' sehe  Arbeit  vom  Jahre  1858  schon  zu  einer 
höheren  Einsicht  und  namentlich  zu  einer  vollständigen  Erledigung  des 
Falles,  in  welchem  nur  einfache  Elementartheiler  vorhanden  sind.  Aber  die 
allgemeine  Einführung  dieses  Begriffes  der  Elementartheiler,  zu  welcher  dort 
nur  ein  vorläufiger  Schritt  gethan  war,  erfolgte  erst  in  der  Weierstrass' sehen 
Abhandlung  vom  Jahre  1868,  und  es  kam  damit  ganz  neues  Licht  in  die 
Theorie  der  Schaaren  für  den  Fall  beliebiger,  doch  von  Null  verschiedener 
Determinanten.  Als  ich  darauf  auch  diese  letzte  Beschränkung  abstreifte  und 
aus  jenem  Begriffe  der  Elementartheiler  den  allgemeineren  der  elementaren 


*)  „Les  methodes  nouvelles  que  nous  proposons  sont,  au  coutraire,  estremement 
simples.  .  . ."     „Od   voit,  par  une  diseussion  tres- simple,   que  Ton  peut  transformer.  .  . ." 
Comptes  Rendus  Tome  LXXVII  pag.  1488  und  1491. 
**)  Cf.  die  Anmerkung  auf  pag.  387. 
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Schaaren  entwickelte,  verbreitete  sich  die  vollste  Klarheit  über  die  Fülle  der 
neu  auftretenden  algebraischen  Gebilde,  und  bei  dieser  vollständigen  Behand- 
lung des  Gegenstandes  vFurden  zugleich  die  werthvollsten  Einblicke  in  die 
Theorie  der  höheren,  in  ihrer  vrahren  Allgemeinheit  aufzufassenden  Invarianten 
gewonnen. 

Die  oben  erwähnte  Schwierigkeit,  durch  die  ich  auf  den  Gedanken 
jener  Gruppenbildung  geführt  worden  bin,  macht  sich  auch  bei  dem  von 
Hrn.  Jordan  entwickelten  Eediictionsverfahren  geltend,  aber  sie  ist  dort  nicht 
wirklich  behoben,  sondern  nur  durch  eine  unausgesprochene  und  unzulässige 
Voraussetzung  bei  Seite  geschoben.  Hr.  Jordan  stellt  nämlich  im  12.  Ab- 
schnitte seines  Aufsatzes  „über  bilineare  Formen"  eine  Gleichung  auf*) : 

welche  auf  der  an  sich  unberechtigten  Annahme  beruht,  dass  die  lineare 
Function  der  Variabein  x,  welche  mit  Y^  multiplicirt  ist,  keine  der  Variabein 
^m+i'  ^m+'"  •  •  -^n  ©mithält.  Nur  wcuu  in  der  Form  Q  überhaupt  keine  andern 
Variabein  x  als 

a-j ,  x.^,  ...  x^^^       und       x 

vorkommen,  ist  jene  Annahme  ohne  Weiteres  gestattet;  wollte  man  aber  von 
vorn  herein  eine  solche  Voraussetzung  machen,  so  würde  dadurch  der  Giltig- 
keitsbereich  der  Jbrrf««'schen  Deductiou  ganz  ungemein  beschränkt.  Um  diess 
an  einem  einfachen  concreten  Beispiel  von  zwei  symmetrischen  bilinearen 
Formen  zu  erläutern,  sei 

Q  =  C*2  +  ^3)2/1  +  (^i  +  ^dV-i  +  (^1  +  ^3)2/3  +  (^ä  +  a:^y^ , 

sodass  nach  den  Jon/fOi'schen  Vorschriften  m  =  2  und  ar,^  entweder  gleich  rc, 
oder  gleich  x.  zu  nehmen  ist.     In  l)eiden  Fällen  wird  dann 


*)  Liouville's  Journal  Ser.  II.  Bd.  XIX.  pug.  4'i 
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-^1  =  (^1  +  ^3)%  +  i^-2  +  ^4)2/4  ; 
aber  je  nach  der  einen  oder  andern  Annahme 

^j  =  ^3'    ^1-^-2'    ^1  =  2/2»    <2  =  ^p2/i  +  ^i2/i  +  (^i  +  a--j r^  +  j?; , 

^(,  =  ^4'     ^1  =  ^1»      ^i  =  yi,      Ö  =  a;^2/2  +  X,y,  +  (a;,  +  0:3)  r,  +  i?; , 

sodass  der  Factor  von  Y^  stets  eine  derjenigen  Variabein  x  enthält,  deren 
Index  grösser  als  m  ist.  Das  Jörc^aw'sche  Reductionsverfahren  ist  also  auf 
das  System  jener  beiden  Formen  (P,  Q)  nicht  anwendbar;  dagegen  ergiebt 
sich  eine  geeignete  Transformation 

a;,=  x,+  ^2,     x'^^x^-^rx^,     y^=y^+y,,     y;  =  y.^+y^ 

Q  =  ^>i  +  ^3^3  —   (■'^1  -  ^2)  (^l  —  2/2) 

* 

ganz  unmittelbar,  wenn  man  auf  die  Form  Q  (der  p.  397  angegebenen  Vor- 
schrift gemäss)  die  Jaco&^'sche  Transformation  in  der  Weise  anwendet,  dass 
dabei  die  Variabein  x  und  y  in  der  Reihenfolge 

■*'4'  2/4'     ^s'  2/3»     ^2,  y->,     ^l,  2/, 
genommen  werden.     Ebenso  resultirt  alsdann  die  weitere  Substitution 

x^-j-x^=2x[,      x^  —  x^=2x'^,      ?/,  +  2/,,=  2«/;,      y^  — xj_^  =  2y',, 
sodass  sich  schliesslich  die  Schaar 

2ux[y[  +  2(m  —  2v)x„y',,  +  v{x'^y'^  +  x[y'j 
als  die  reducirte  von  uF-^vQ  ergiebt. 

Es  ist  nicht  ein  vereinzelter  oder  unwesentlicher  Mangel  der  Jordan- 
schen  Analyse,  den  ich  hier  aufgezeigt  habe;  derselbe  kehrt  vielmehr  im 
Laufe  des  Reductionsverfahrens  immerfort  wieder  und  berührt  die  Grundlagen 
der  gesammten  Deduction.    Ob  diesem  Mangel  abzuhelfen  ist,  ohne  eben  die- 
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jenigen  Mittel  in  Anwendung  zu  bringen,  durch  welche  ich  die  Ijezügliche 
Frage  erledigt  habe,  mag  dahingestellt  bleiben;  sicher  ist,  dass  die  Jordan- 
schen  Entwickelungen,  sowie  sie  in  Liouville's  Journal  vorliegen,  in  keiner 
Weise  ausreichend  sind,  um  die  schliesslichen  Resultate  zu  begründen  und 
deren  vorausgeschickte  Ankündigung  zu  rechtfertigen*).  Mit  den  Entwicke- 
lungen selbst  fällt  natürlich  auch  der  Einwand,  welchen  Hr.  Jordan  meiner 
Aeusserung  entgegensetzt,  dass  sich  die  in  meiner  Arbeit  vom  Jahre  1868 
aufgestellten  Ausdrücke  mit  leichter  Mühe  in  diejenigen  umwandeln  lassen, 
welche  ich  erst  im  Januar  d.  J.  veröffentlicht  habe.  Denn  sein  Einwand, 
dass  sich  das  dazu  erforderliche  Verfahren  ganz  ebenso  leicht  wie  auf  jene 
besonderen  Ausdrücke  auch  auf  beliebige  Formen  anwenden  lasse,  und  dass 
also  jene  erste  Vorbereitung  vollkommen  unnöthig  sei**),  stützt  sich  eben 
auf  die  falsche  Voraussetzung  der  Richtigkeit  seiner  Reductionsmethode.  Das 
Verfahren,  wie  ich  es  in  meinen  Arbeiten  auseinandergesetzt  habe,  verlangt 
für  die  Reduction  von  beliebigen  „unvorbereiteten"  Formenpaaren  wesentlich 
andere  Mittel,  als  für  die  Transformation  von  Schaaren  mit  verschwindender 
Determinante,  welche  bereits  auf  die  Gestalt***) 

(A)  ^  {kx;.  +  vxi_^)  9);.  +  M  a>  + 1;  «p- 

4  =  1 

gebracht  sind,  in  der  sie  schon  äusserlich  mit  der  Reducirten  nahezu  über- 
einstimmen und  sich  auch  in  der  That  nur  durch  einen  auf  pag.  376  mit 


*)  „Les  methodes  nouvelles  que  nous  proposons  sont,  au  coiitraire,  extremement 
simples  et  ne  comportent  aucune  exception."  Comptes  Rendus  Tome  LXXVII  pag.  1488. 
„Nous  pensons  donc  satisfaire  les  geometres  en  exposant,  pour  la  Solution  de  ces  questions, 
une  methode  nouvelle  tres-simple,  et  ue  comportaut  plus  aucun  cas  d'exception."  lAou- 
ville's  Journal  Ser.  II  Bd.  XIX  pag.  35. 

**)  Comptes  Rendus  Tome  LXXVIII  pag.  617. 

***)  Cf.  Monatsbericht  vom  Mai  1868  pag.  343.  IP)  und  Monatsbericht  vom  Fe- 
bruar d.  J.  pag.  151  resp.  oben  pag.  376. 

')  Band  I  S.  170.  II  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H. 
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bezeichneten  Theil  davon  unterscheiden.  Dass  dieser  eine  Theil  wirklich 
durch  so  einfache  Mittel  weggeschafft  werden  kann,  wie  sie  Hr.  Jordan  aus- 
schliesslich anwendet,  liegt  in  einer  Voraussetzung,  auf  welche  dort  aus- 
drücklich recurrirt  wird;  denn  diese  bewirkt,  dass  —  wie  es  an  der  er- 
wähnten Stelle  heisst  —  stets  ein  Glied  «1^1,,  vorkommt,  und  dass  deshalb 
die  Schwierigkeit  nicht  eintritt,  welche  sonst  eine  Zusammenfassung  der  Va- 
riabein in  Gruppen  nöthig  macht. 

Ich  habe  bereits  oben  den  specifischen  Unterschied  zwischen  den  Hilfs- 
mitteln dargelegt,  welche  bei  der  Reduction  von  allgemeinen  Schaaren  und 
resp.  bei  der  weiteren  Transformation  jener  besonderen  Schaaren  (A)  zu  be- 
nutzen sind.  Aber  auch  schon  in  meinem  Aufsatze  vom  Januar  d.  J.  habe 
ich,  um  jedem  Einwände  im  Voraus  zu  begegnen,  in  Beziehung  auf  die 
weitere  Transformation  der  Schaaren  (k)  ausdrücklich  hervorgehoben,  dass 
nur  ein  unbedeutender  Theil  von  der  gesammten  Reductionsmethode  dabei 
gebraucht  wird,  nämlich  eine  Reihe  von  gewissen  einfachen  Operationen,  wie 
sie  bei  den  im  Art.  IV  entwickelten  finalen  Umgestaltungen  zur  Anwendung 
kommen*). 


*)  Hr.  Jordan  hat  diess  ausser  Acht  gelassen,  indem  er  in  den  Comptes  Rendus 
vom  2.  März  d.  J.  sagt:  „Notre  .  .  .  critique  repond  qu'il  est  facile  de  passer  des  ex- 
pressions  (1)  aux  reduites  (2):  car  il  suffit  de  leur  appliquer  les  nouveaux  procedes  de 
reduction  qu'il  developpe  dans  son  Memoire  de  1874." 


In  den  beiden  letzten  Abschnitten  hat  es  sich  gezeigt,  wie  ungenügend 
die  Entwickelungen  sind,  welche  Hr.  Jordan  in  der  mehrerwähnten  aus- 
führlichen Arbeit  „über  bilineare  Formen"*)  in  Beziehung  auf  sein  „zweites 
und  drittes  Problem"  gegeben  hat.  Das  erste  von  den  drei  darin  behandelten 
Problemen  ist  eigentlich  das  der  orthogonalen  Transformation  einer  beliebigen 
bilinearen  Form  in  eine  andre,  aber  diese  kann  dadurch  vermittelt  werden, 
dass  beide  Formen  durch  orthogonale  Substitutionen  in  eine  dritte  übergeführt 
werden,  welche  nur  aus  den  einzelnen  Producten  von  je  zwei  Veränderlichen 
besteht.  Es  ist  demnach  für  irgend  eine  bilineare  Form  mit  den  Coefficienten 
a^^  eine  Transformation 

2  a,^x<y,=2  c^xlv'^  (,-,i=i,2,.,..) 

zu  finden,  unter  den  Bedingungen 

2^1  =  2  'j:[',        2  vi  =  2  y'k  '*=^'  2'  •  ■  ■ "'  • 

k  k  k  k 

die  man  offenbar  durch  die  eine 

24+2yl-2K'+2y?  (.=1,......) 

k  k  k  k 

ersetzen  kann.  Das  bezeichnete  Problem  ist  also  —  wie  man  bei  Einführung 
der  Grössen  x'^  +  y'^^  und  x'^,  —  y'^  sofort  sieht  —  in  demjenigen  schon  ent- 
halten, welches  in  der  Weierstrass\Qh.Qn.  Abhandlung  vom  Jahre  1858  und 
nachher  mit  Hilfe  einer  einfachen  Eeductionsmethode  in  dem  ersten  Theile 


*)  Liouville's  Journal,  Ser.  II  Bd.  XIX  pag.  35  sqq. 
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meiner  Arbeit  vom  Jahre  1868  vollständig  gelöst  worden  ist.  Nur  muss 
noch  gezeigt  werden,  dass,  wenn  eine  bilineare  Function 

^  ^ilc^iVk  (I,  t=l,  2,  .  .  . -t)  , 

i,k 

als  quadratische  Form  der  2n  Veränderlichen  x,  y  betrachtet,  durch  eine 
orthogonale  Substitution  in  eine  andre 

k 

transformirt  wird,  die  beiden  Variabeinsysteme  gesondert  bleiben  oder  ge- 
sondert werden  können,  je  nachdem  die  Transformation  eine  bestimmte  ist 
oder  nicht.    Die  n  Grössen  c^  sind  hierbei  dadurch  definirt,  dass  das  Product 

/2              2     2v/2              2äN              ,     i  2     2s 

(U     C^V    ){U     Cjj  f   )  •  •  •  (M     <^n'"   J 

mit  der  Determinante  der  Schaar 

k  k  i,  k 

übereinstimmt.  Scheidet  man  nun  die  linearen  Functionen  x[  und  y'^  in  je 
zwei  Theile,  von  denen  die  einen  nur  die  Variabein  x,  die  andern  nur  die 
Variabein  y  enthalten,  so  dass 

<+  y'k-  ik  +  n[f+i.i:+%)\      ^,y,  =  {1,  +  %){K  +  %) 

wird,  so  müssen  die  drei  Gleichungen 

i  =  n  k=n  k  =  n 

bestehen.  Da  aus  den  drei  aufgestellten  Bedingungen  hervorgeht,  dass  die 
je  n  Grössen  |^,  rj^  als  von  einander  unabhängige  Functionen  der  Variabein 
X,  y  angenommen  werden  können,  so  ist 

62* 
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i;=^5.Jj  (.•,i=i,2,...n) 

k 

und  also  gemäss  der  dritten  Gleichung 

zu  setzen.  Endlich  folgen  aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  die  für  alle 
Indices  i,  k  giltigen  Relationen 

cA*=0'     ^A.+  cA.  =  '^.     ^A.+  ^A,  =  o» 

und  es  kann  also  b^^  nur  dann,  wenn  c^  =  0  ist,  aber  b.^,  und  b^.  nur  dann, 
wenn  c^  =  c^  ist,  von  Null  verschieden  sein.  Man  braucht  aber  dann  im 
ersteren  Falle  nur 


an  Stelle  von  |  ,  t)    und  im  letzteren  Falle 


^Vi+bl,     ^Vi+h;^,     nyi+bi,     %yi+hi 

an  Stelle  von  £..,  |^,  rj.,  tj^  einzuführen,  um  die  mit  ft^^  und  resp.  die 
mit  &.J,  b^.  multiplicirten  Glieder  weglassen  zu  dürfen,  sodass  die  etwa  vor- 
kommenden, mit  1^,  r/^  bezeichneten  Theile  in  der  That  weggeschafft  werden 
können.  —  Ich  bemerke  hierbei,  dass  in  ganz  ähnlicher  Weise  das  allgemeine 
Problem  der  simultanen  Transformation  dreier  Formen 

!,  *  /,  k  i,  k 


in 


;,  k  i,  k  i,  k 


mit  Hilfe  der  gleichzeitigen  Umformung  zweier 
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I,  *  1-,  *  ,',  * 


^  "ik  ^i  ^k  +  2  ^k^iVk  >      2  ^'ik^ly'k 

.,  k  1,  t  I,  k 


(/,*=!,  2,...«) 


ZU  behandeln  ist. 


Die  vorstehenden  Entwickehingen  zeigen,  dass  in  der  Jordan' sehen 
Abhandlung  die  Lösung  des  ersten  Problems  nicht  eigentlich  neu  ist,  wäh- 
rend die  des  zweiten  sich  als  gänzlich  verfehlt  und  die  des  dritten  als 
durchaus  unzulänglich  begründet  erwiesen  hat.  Nimmt  man  hinzu,  dass  eben 
dieses  dritte  Problem  in  Wahrheit  die  beiden  ersten  als  besondere  Fälle 
umfasst,  dass  ferner  dessen  vollständige  Lösung  einestheils  unmittelbar  aus 
der  Weierstrass' sehen  Arbeit  vom  Jahre  1868  folgt  und  anderntheils  mit 
leichter  ^Mühe  aus  den  Bemerkungen  entnommen  werden  kann,  welche  ich 
damals  daran  angeschlossen  habe,  so  ist  wahrlich  hinreichender  Grund  vor- 
handen, Hrn.  Jordan  „seine  Resultate",  soweit  sie  eben  richtig  sind,  streitig 
zu  machen.  Aber  nicht  um  dieses  untergeordneten  Zweckes  willen  bin  ich 
hier  und  in  meiner  frühereu  Mittheilung  auf  die  Jordanischen  Arbeiten  näher 
eingegangen;  es  galt  vielmehr  die  wirkliche  Bedeutung  der  darin  enthaltenen 
Methoden  und  Resultate  zu  ermitteln  und  ihre  Beziehungen  zu  den  vorher 
bekannten  aufzuklären.  Es  war  also  nicht  die  Feststellung  der  Priorität, 
sondern  die  Feststellimg  der  Wahrheit  der  eigentliche  Zweck  meiner  Aus- 
führungen, aber  sie  erfüllen  nebenher  auch  die  Bestimmimg,  es  im  Voraus 
zu  rechtfertigen,  wenn  ich  mich  künftig  der  Rücksichtnahme  auf  die  bezüg- 
lichen Jordanischen  Publicationen  enthalte. 


8UB  LE8  FAISriEAUX 
DB  FOßMES  QIIADRATIQUES  ET  BIL1NEA1RE8 


PAR 


L.  KRONECKER. 


Comptes  rendus  des  seances  de  FAcademie  des  Sciences  t.  LXXVin,  I  Sem.  1181  —  1182 
seance  du  27  avril  1874. 


SUR  LES  FAISCEAUX  DE  FORMES  QUADRATIQUES  BT 
BILINEAIRES. 


J'ai  l'honneur  d'offrir  ä  rAcademie  mes  Memoires  sur  les  faisceaux  de 
formes  quadratiques  et  biline'aires.  II  resulte  des  developpements  contenus  dans 
ces  Memoires,  h  la  fin  desquels  cette  conclusion  se  trouve  d'ailleurs  indiquee. 
que  dans  le  Memoire  de  M.  Jordan  „Sur  les  formes  hiUneaires"  (Journal  de 
M.  lAouville,  2'  Serie  t.  XIX,  p.  35 — 54),  la  Solution  du  premier  probleme 
n'est  pas  veritablement  nouvelle;  la  Solution  du  deuxieme  est  manquee,  et 
Celle  du  troisieme  n'est  pas  suffisamment  etablie.  Ajoutous  qu'en  realite  ce 
troisifeme  problfeme  embrasse  les  deux  autres  comme  cas  particuliers,  et  que 
sa  Solution  complete  resulte  du  travail  de  M.  Weierstrass  de  1868^)  et  se 
deduit  aussi  de  mes  additions  ä  ce  travail.  II  y  a  donc,  si  je  ne  me  trompe, 
de  serieux  motifs  pour  contester  k  M.  Jordan  Tinvention  premiere  de  ses  re- 
sultats,  en  tant  qu'ils  sont  corrects;  mais  ce  n'est  pas  Ik,  l'intention  qui  m'a 
guide  dans  Texamen  auquel,  dans  le  cours  des  miens,  j'ai  soumis  les  travaux 
analogues  de  M.  Jordan.  J'ai  ete  entralne  dans  cette  voie  par  le  d^sir  de 
reconnaitre  la  veritable  portee  des  methodes  dont  il  s'est  servi  et  des 
resultats  auxquels  il  est  parvenu,  et  d'en  eclaircir  les  rapports  avec  les  me- 
thodes et  les  resultats  anterieurs,  et  ce  n'est  pas  une  question  de  priorite, 
mais  une  question  d'analyse,  que  je  me  suis  propose  d'elucider  par  mes 
remarques.  Croyant  d'ailleurs  qu'elles  servent  ti  me  justifier,  si  dorenavant 
je  me  dispense  de  revenir  sur  les  publications  de  M.  Jordan  relatives  ä  ce 


')  C.  Weierstrass ,  Zur  Theorie  der  bilinearen  und  quadratischen  Formen.  Berliner  Berichte 
V.  J.  1868.  S.  310  —  338.  L.  Kronecker,  Ueber  Schaaren  quadratischer  Formen;  ebenda  S.  339  —  34G. 
Bd.  I  S.  163  —  174  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecicefs  Werken.  H. 
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sujet,  je  vais  en  peu  de  mots  indiquer  les  principes  k  Taide  desquels  j'ai 
traite  la  theorie  des  faisceaux  de  formes  quadratiques  et  qui  peuvent  etre 
appliques  directement  a  une  question  de  transformation  des  formes  bilineaires, 
que  j'ai  dejk  abordee  en  1866/)  C'est  par  ces  moyens,  en  effet,  que  j'ai 
trouve  qu'en  operant  la  meme  Substitution  lineaire  sur  les  deux  series  de 
variables,  tout  polynöme  bilineaire  peut  etre  transforme  en  une  somme  de 
fonctions  de  l'une  des  formes  suivantes: 

I-  (-  ^T^-hy,+,  +^(-  i)V,^-.+,  +  ^„2/„  (.=0,1,....-.) 

h  h 

11.  (-iy"J5'^V,%  +  i+^(-l)V;,^'„  +  l  (/,=0,1,...2„,_2) 

h  h 

ni.  «^^;.2/;,+t  +  ^:^yn\^..  ("="■!;.;;-') , 

I,  h  \  u    ^  t,  I 

Ces  trois  fonctions  ne  sont  plus  decomposables  d'une  maniere  analogue 
et  c'est  pourquoi  je  les  designe  eomme  formes  ele'mentaires.  L'un  des  deux 
coefficients  a,  h  peut  toujours  etre  pris  egal  a  l'unite;  l'autre  est  alors 
difierent  de  +1,  et  il  peut  etre  pris  egal  h  zero  si  n  est  un  nombre  pair. 

En  appliquant  les  notions  de  FArithmetique  a  l'Algebre,  on  peut 
appeler  equivalentes  deux  formes  bilineaires,  dont  Tune  peut  etre  transformee 
en  l'autre  par  une  meme  Substitution,  operee  sur  les  deux  systemes  de 
variables,  et  ensuite  on  peut  reunir  en  uue  meme  classe  toutes  les  formes 
equivalentes.  Cela  pose,  on  voit  que  toute  forme  bilineaire  est  equivalente 
a  une  somme  de  formes  elementaires,  et  que  par  consequent  toute  classe 
peut  etre  decomposee,  pour  aiusi  dire,  en  classes  elementaires. 

Pour  que  deux  formes  büineaires  (p(x,  y)  et  ^(x,  y)  appartiennent  ä  une 
meme  classe,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  faisceaux  formes  des  deux 
paires  de  fonctions  conjuguees 

u(p{x,  y)  +  vq){y,  x) ,         uii){x,  y)  +  v^{y,  x) 


')    L.   Kionccker,     Ueber    bilineare    Formen,    Berliner    Berichte    v.    .7.    18G6     S.   597  —  612. 
Bd.  I  S.  143—162  dieser  Ausgabe  von  L.  Kronecker's  Werken.  H. 
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soient  equivalents.  C'est  de  cette  mauifere  qu'un  certain  faisceau  de  formes 
est  lie  avec  chaque  forme  bilineaire,  et  si  Ton  designe  par  F^,  F,^.  F,^ 
respectivement  les  faisceaux  qui  appartiennent  aux  formes  elementaires 
I,  II,  in  et  par  Dj,  D^,  Dg  leurs  determiaants,  on  a 


^x 

=  [« 

+  (- 

•1)"^]" 

1-1-1 

J5. 

=  [H 

+  (- 

■  \Tv' 

Im 

^s 

=  {nu  +  hv)"'{av 

+  6«) 

A 

=  0, 

(n+l  ötant  ^gal  ji  2  m), 
(i-|-l  etaut  uu  aombre  iuxpair)  . 


Les  faisceaux  F^  sont  eux-memes  öl^mentaires,  mais  chacun  des 
faisceaux  JP,  et  F^  est  d^composable  en  deux  faisceaux  Elementaires  du  meme 
nombre  de  variables. 
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ÜBER  DIE  CONGRUENTEN  TRANSFORMATIONEN  DER 
BILINEAREN  FORMEN. 


Wenn  mau  in  einer  bilinearen  Form  die  einzelnen  Glieder  der  beiden 
Reihen  von  Variabein  einander  irgendwie  zuordnet,  sodass  je  eine  Veränder- 
liche der  einen  Reihe  als  je  einer  der  andern  entsprechend  oder  „correspon- 
dirend"  angesehen  wird,  so  heben  sich  aus  der  Gesammtheit  der  allgemeinen 
Transformationen  bilinearer  Formen  gewisse  besondere  heraus,  namentlich 
solche,  bei  denen  die  Substitutionssysteme  für  die  correspondü-enden  Variabein 
gegen  einander  symmetrisch*),  und  solche,  bei  denen  dieselben  untereinander 
congruent  sind,  d.  h.,  wenn  je  zwei  gleichnamige  Variabein  x^,  y^  als  einander 
correspondirend  betrachtet  werden,  die  beiden  Arten  von  Transformationen: 

x.=^c.^^xl,      y,=2c^,y[  (,,«:=i,2,..  -), 

k  k 

■^;=^CaK>       yi'^^'-aV'k  (',/=i,2,...«). 

k  k 

In  einer  im  Monatsbericht  vom  October  1866  und  nachher  auch  in  Borchurdt's 
Journal  veröffentlichten  Arbeit^)  habe  ich  bereits  Transformationen  der  letzteren 
Art  behandelt,  d.  h.  solche,  bei  welchen  die  bezüglichen  Substitutionscoeffi- 
cienten  für  beide  Reihen  von  Variabein  übereinstimmen,  und  welche  deshalb 


*)  Jacobi  bezeichnet  die  gegen  einander  symmetrischen  Substitutionssysteme  als 
conjugirt,  und  es  i.-t  auch  im  Folgenden  von  dieser  Bezeichnung  Gebrauch  gemacht 
(cf.  Borchardt's  Journal,  Bd.  ö3,  pag.  265'). 

')  C.  G.  J.  Jacobi,  Gesammelte  Werke.    Bd.  III  S.  585.  H. 

*)  Ueber  bilineare  Formen,  Bd.  I  S.  143 — 162  dieser  Ausgabe  von  L.  Kromcker's  Werben.     H. 
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als    „congruente   Transformationen"    bezeicknet   werden    sollen*).      Es    wird 
a.  a.  0.  zuerst  hervorgehoben,  dass,  wenn  zwei  bilineare  Formen 

^a^^x.y^,,  ^n'a^'il'k  o, i=i, 2. .  ..sm) 

durch  eine  ,.congruente"  Transformation 

X.  =^ c.^xl ,  y.  =^ c.^yl  (*=i,  2, ...  am) 

k  k 

in  einander  transformirbar  sind,  nothwendig  auch  die  conjugirten  und  also 
auch  die  beiden  bilinearen  Formen 


durch  dieselbe  lineare  Transformation  in  einander  übergehen.  Alsdann  wird 
für  den  Fall,  dass  die  Determinante 

I  Ua.j,  +  Vttj^.  I  ('■,  i  =  l,  2,  .  .  .  2m) 

aus  lauter  verschiedenen  Factoren  besteht,  noch  gezeigt,  dass  jene  noth- 
wendige  Bedingung  der  Transformirbar keit  auch  eine  hinreichende  ist,  und 
dieser  Nachweis  wird  darauf  gegründet,  dass  jede  bilineare  Form  sich  unter 
der  angegebenen  Voraussetzung  durch  congruente  Transformation  in  ein 
Aggregat  von  elementaren  Formen 

verwandeln  lässt.  Aber  das  angegebene  Resultat  ist  in  Wahrheit  nicht  an 
jene  Restriction  gebunden,  noch  auch  auf  den  Fall  einer  gradeu  Anzahl  von 
Variabein  beschränkt,  sondern  ganz  allgemein  giltig,  und  diess  ist  in  ent- 
sprechender Weise  mit  Hilfe  einer  allgemeinen  Zerlegung  der  bilineareu 
Formen  in  „elementare"  zu  beweisen,  welche  den  Hauptgegenstand  der  vor- 


*)    Vgl.    auch   die    Christoffel' Ache    Abhandlung    im    68.   Bande    von    Borchardt's 
Journal  p.  253  sqq. 
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liegenden  Mittheilung  bildet.  Die  erwähnte  Zerlegung  einer  beliebigen  bili- 
nearen Form 

2  a.^x.y,^  (.-,1=1,2,  ...7,) 

lässt  sich  freilich  aus  derjenigen  der  „zugehörigen"  Schaaren 

ableiten,  aber  man  kann  auch  —  wie  im  Folgenden  geschehen  soll  —  die 
Methode,  mit  Hilfe  deren  ich  die  Zerlegung  der  Schaaren  in  elementare  be- 
wirkt habe,  direct  zur  congruenten  Transformation  einer  beliebigen  bilinearen 
Function  in  ein  Aggregat  von  elementaren  benutzen. 


Die  Jacobi'sche  Trausformation  quadratischer  nnd  bilinearer  Formen. 

Bedeutet  F[s^,  z^-  ■  •  z^  eine  beliebige  homogene  Function  zweiten 
Grades,  F^  deren  nach  z,.  genommene  Ableitung  und  F.^  die  Derivirte  von  F^ 
nach  z^,  so  ist  jeder  der  beiden  Ausdrücke 

r:,^-  FaFF^+^F,,F:,  F,,F^.,F-  ^F,^ 

von  Zj,  und  die  Dififerenz  derselben  auch  von  z^  unabhängig.  Für  F..  =  0  ist 
also  der  erstere  Ausdruck  frei  von  den  beiden  Variabein  z.  und  z^,  und  wenn 
man  darin  i  =  l  und  Je  gleich  der  kleinsten  der  Zahlen  h  =  1,  2 ,  .  .  .  n 
nimmt,  für  welche  -^^^0  ist,  so  hat  man  in 

FlF-F^{F^,F,-iF,^,F;) 

eine  quadratische  Form,  welche  von  der  Variabein  ^^  und,  falls  Fjj  =  0  ist, 
noch  von  einer  zweiten  Variabein  z,^  unabhängig  ist.  Je  nachdem  Fj_^  von 
Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist,  lässt  sich  daher  ein  Ausdruck 

cZl     oder     Z^Z,, 

L.  Kronecker'a  Werke  I.  54 
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von  F  absondern,  und  zwar  so,  dass  nur  eine  quadratische  Form  von 
höchstens    »  —  1    und  resp.   n  —  2  Veränderlichen  übrig  bleibt.     Dabei  kann 

2cF„=l,     Z,=  F,      und  resp.      F^,Z^  =  F^,F,- ^F,^^F^,    F^,Z,  =  F^ 

gesetzt  werden,  sodass  c  und  die  Coefficienten  der  linearen  Functionen  Z^,  Z^ 
rational  aus  denen  der  quadratischen  Form  F  zu  bilden  sind,  und  dass 
ferner  Z^  die  erste  Variable  z^  und  irgend  welche  von  den  übrigen,  aber  Z^ 
nur  z,^  und  darauf  folgende  Variabein  enthält.  Setzt  man  dieses  Verfahren 
in  der  Weise  fort,  dass  man  stets  an  Stelle  von  z^  die  erste  in  der  quadra- 
tischen Form  vorkommende  Veränderliche  nimmt,  so  gelangt  man  zu  einer 
Transformation  von  F,  bei  welcher  die  angenommene  (natürliche)  Anordnung 
der  Variabein 


durchaus  massgebend  ist,  und  welche  mit  Kücksicht  auf  Jacobi's  bezügliche 
Entwickelungen*)  die  „Jacoii'sche  Transformation"  genannt  und  im  Folgenden 
näher  charakterisirt  werden  soll. 

I.     Die  JacoWsche   Transformation  verwandelt   die   Form  J^  in   einen 
Ausdruck 

und  führt  auf  diese  Weise,  von  der  natürlichen  Anordnung  der  Variabein  z 
ausgehend,  zu  einer  besonderen  Reihenfolge  derselben,  welche  durch  die  Folge 
der  Indices 

(H)  Aj,  li\,  \,  7*2,  ...\,  7<, 

bestimmt  ist,  und  welche  als  „die  zu  F{z^,  z^,  ...zj  gehörige"  oder  auch 
als  „die  zur  Form  F  gehörige  und  aus  der  ursprünglichen  Anordnung 


*)  Cf.  Borchardt's  Journal,  Bd.  53,  pag.  265 sqq.'). 
')  Gesammelte  Werke  Bd.  III  pag.  585  sqq. 
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abgeleitete"  bezeichnet  werden  soll.  Nur  die  ungestrichenen  Indices  h  finden 
sich  hei  dieser  Anordnung  stets  zugleich  ihrer  Grösse  nach  geordnet,  d.  h. 

für     r  <s     ist  auch     h^ <  h^ . 
Zugleich  ist 

für     r  <s     auch     h^  <  h[     aber     hl  ^  /?/ , 

und  endlich  für  jeden  Index  r 

Einer  und  derselbe  Index  kann  hiernach,  aber  eben  nur  in  dieser  Weise, 
doppelt  vorkommen;  hinwiederum  kommen  nicht  alle  Indices  in  jener  Reihe  (H) 
vor,  wenn  die  Determinante  von  F  gleich  Null  ist. 

Jede  lineare  Function  Z  enthält  die  Variable  z  von  gleichem  Index, 
aber  ausserdem  nur  solche,  die  sowohl  bei  der  ursprünglichen  als  bei  der 
abgeleiteten  Anordnung  darauf  folgen.  Die  Coefficienten  der  Functionen  Z 
und  die  Coefficienten  c^^,  sind  sämmtlich  rational  aus  denen  der  Form  F 
zusammengesetzt,  und  wenn  h  und  h'  von  einander  verschieden  sind,  kann 
c^_^_,=  l  genommen  werden. 

II.  Bei  der  zu  F{z^ ,  z^,  •  •  •  ^^  gehörigen  Anordnung  (H)  bestimmen 
sich  die  Indices  li^,  h'^  aus  den  2r  —  2  vorhergehenden  nicht  bloss  durch  die 
bezüglichen  Bestimmungen  des  Transformationsverfahrens,  sondern  auch  da- 
durch, dass 

nh  +  h' 

r     '        r 

die  kleinste  Zahl  ist,  wofür  die  symmetrische  Determinante 

F ^^  I  (i,  *=*, ,  ///,  \,  Äj, . . .  A,,  *;> , 

in  welcher  den  beiden  Indices  i,  k  natürlich  nur  alle  von  einander  verschie- 
denen Werthe   von   h^,  h[,  ...h^,  h'^   beizulegen  sind,   nicht  gleich  Null   wird. 
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Denkt  man  sich  die  n^  Elemente  F.^  auf  die  übliche  Weise  in  n  Horizontal- 
reihen von  je  n  Elementen  geordnet  und  so  auf  einander  folgend,  wie  wenn 
sie  in  diesem  Schema  die  einzelnen  Buchstaben  gewöhnlicher  Schrift  reprä- 
sentirten,  so  erhält  man  eben  jene  durch  die  Zahlen  ni  +  k  gegebene  Reihen- 
folge, und  es  wird  F.^  das  {ni-j-h  —  ny  Element.  Die  charakteristischen 
Eigenschaften  der  Anordnung  (H)  lassen  sich  hiernach  folgendermassen  formu- 
liren:  die  v  Determinanten 

sind  sämmtlich  von  Null  verschieden,  und  jedes  dieser  v  Systeme  F. f.  ent- 
steht aus  dem  vorhergehenden  durch  Hinzufügung  des  ersten  dazu  geeigneten 
Elements  F.^  und  der  dadurch  bestimmten  Horizontal-  und  Verticalreihen. 
Wenn  nämlich  für  dieses  Element  i^.^,  die  beiden  Indices  die  Werthe 

i  =  h  ,     h  =  h' 

haben,  so  ist  die  Anfügung  der  h^^"  und  der  /;^."°  Horizontal-  und  Vertical- 
reihe  erforderlich,  also  nur  eine,  falls  li^.^li'^  ist. 

HI.    Nimmt  man  2n  Variabein  x^,  x,^,  . . .  x^,  y^,  y.^,  . . .  !/^.  resp.  einen 
Theil  derselben  in  derjenigen  Aufeinanderfolge,  welche 

für  die  Grössen  x.  durch  die  Reihe  der  Wevihe  i=h^,h[,h^,K,  ...\,hl, 
für  die  Grössen  y^  durch  die  Reihe  der  Werthe  Z  =  /ij, /?j,  Z/^, /i^, .../«,',,  7?^ 

bezeichnet  wird,  so  lässt  sich  auf  die  symmetrische  bilineare  Form 

^F.j.x.yi^  o,i=i,2,...i.) 

die  Jöcoii'sche  Transformation  anwenden,  wie  sie  sich  im  53.  Baude  von 
Borchardt's  Journal  auf  pag.  265  sqq.  angegeben  findet.  Dabei  bestimmen  sich 
die  oben  mit  c^^,  bezeichneten  Coefficienten ,  sowie  die  jener  linearen  Func- 
tionen Z  in  Form  von  Quotienten  gewisser  aus  den  Elementen  F.^  gebildeten 
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Determinanten,  und  es  folgen  eben  daraus  die  vorher  im  Art.  II  aufgestellten 
charakteristischen  Eigenschaften  der  Anordnung 

(H)  \,h[,h..^,h[^,...\,W, 

welche  zu  der  quadratischen  Form 

^F.^S^Z^  (i,i  =  l,2,  ...n) 

gehörig  und  aus  der  natürlichen  Anordnung  der  Variabein  z  abgeleitet  ist. 
Es  gilt  nämlich,  wie  hier  gezeigt  werden  soll,  die  betreffende  Jacoöi'sche 
Transformationsformel  für  ganz  beliebige  bilineare  Formen  d.  h.  auch  für 
solche,  deren  Determinante  gleich  Null  ist,  und  eben  darauf  beruht  es,  dass, 
wie  ich  bereits  in  meiner  vorigen  Mittheilung*)  bemerkt  habe,  die  Weier- 
strass'sche  Methode  der  Reduction  von  Schaaren  quadratischer  Formen  auch 
dann  anwendbar  bleibt,  wenn  die  Determinante  der  Schaar  identisch  ver- 
schwindet. 

Bedeutet  %  irgend  eine  bilineare  Form  der  Variabein  j^ ,  j^ ,  .  .  .  j  , 
t)j,  V),^,  .  .  .  1)  ,  und  bezeichnet  man  mit  f^.^,  %^,  resp.  deren  Ableitungen 
nach  j.,  i}j,  mit  ^.^  aber  die  zweite  nach  j.  und  t)^  genommene  Derivirte,  so 
sind  die  n^  Grössen  ^.^  die  Coefficienten  der  Form  %,  und  wenn  für  das 
System  dieser  Coefficienten  nur  Determinanten  von  niedrigerer  als  der 
(m  +  1)'™  Ordnung  von  Null  verschieden  sind,  so  ist 

|l5gj  (g,l,  =  0.1,...m;  Sf^=5) 

identisch  gleich  Null.  Denn  diese  Determinante  ist  eine  bilineare  Form  der 
Variabein  j,  t),  und  durch  deren  zweimalige  Differentiation  nach  ^[^  und  t}^ 
entsteht  die  Determinante 

|5g^|  (9  =  i,.,2,...m;l,  =  M.2.,..m), 

welche  in  denjenigen  Fällen,  wo  i  und  f  grösser  als  m  sind,  der  gemachten 


*)  Cf.  Monatsbericht  vom  März  p.  212;  p.  37  der  Separatabdrücke ^). 

')  Band  I  S.  390  dieser  Ausgabe.  H. 
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Voraussetzung  gemäss,  in  allen  andern  Fällen  aber  an  und  für  sich  ver- 
schwindet. —  Es  kann  offenbar  für  eine  ganz  beliebige  bilineare  Form  % 
sowohl  die  Zahl  m  als  auch  die  Bezeichnung  der  in  %  enthaltenen  Variabein 
stets  so  gewählt  werden,  dass  die  m  Determinanten 

|g^J  «,q  =  l,2,...t;t=l,2,...m) 

von  Null  verschieden  sind.     Diess  vorausgesetzt,  ergiebt  die  aus 
unmittelbar  folgende  Gleichung 

er I      fll)|  /a,  i)  =  0, 1,  2,  ...m;    S„„=0\ 

^  |g.j|  l.,E=     l,S,...m  ; 

eine  ganz  allgemeine  Darstellung  bilinearer  Formen  als  Functionen  ihrer  De- 
rivirten,  deren  Giltigkeit  man  wohl  bisher  als  auf  den  speciellen  Fall  m  =  n 
beschränkt  angesehen  hat.  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  kann 
ferner  auf  das  System  der  (m  +  1)*  Grössen 

5g  u  (fl.t)=0,l,...m;  5„„=g) 

die  in  meiner  vorigen  Mittheilung  aufgestellte  DeterminantenformeP) 

angewendet  werden,  und  man  gelangt  auf  diese  Weise,  da  das  dem  Werthe 
m  =  0  entsprechende  erste  Glied 

I  "aM  /a,ii=o,  i,a,,..mi  5„=S\ 

ig.j  I  {i,i=  1,2,.. .m         ; 


*)  Cf.  Monatsbericht  vom  März  pag.  212;  p.  37  der  Separatabdrücke ^). 

')  S.  391  dieser  Ausgabe.  H. 
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verschwindet,  zu  der  Gleichung 

welche  die  JacoWsche  Transformation  einer  ganz  beliebigen  bilinearen  Form 
explicite  enthält  und  für  den  Fall  m  =  it  mit  der  von  Jacobi  selbst  auf- 
gestellten vollkommen  übereinstimmt. 

IV.  Wenn  mau  eine  bilineare  Function  ^  als  quadratische  Form  der 
2n  Veränderlichen  j,  i)  auffasst  und  als  solche  mittels  des  oben  für 
F{2^,  z^,  ...  2J  entwickelten  Verfahrens  transformirt,  so  bleiben  die  beiden 
Variabein- Systeme  dabei  gesondert,  und  von  den  je  zwei  oben  mit  s^,  z^. 
bezeichneten  linearen  Functionen  der  ursprünglichen  Variabein  enthält  die 
eine  immer  nur  Variabein  j,  die  andre  nur  Variabein  l).  Die  Jacoii'sche 
Transformation  bilinearer  Functionen  kann  auf  diese  Weise  aus  der  bezüg- 
lichen Transformation  quadratischer  Formen  hergeleitet  werden,  und  wenn 
auch  gewöhnlich,  sowie  im  vorhergehenden  Art.  III,  der  entgegengesetzte 
Weg  eingeschlagen  wird,  so  hat  doch  auch  jene  Art  der  Deduction  gewisse 
Vorzüge.  Man  kann  dabei  die  sämmtlichen  Variabein  des  einen  Systems 
denen  des  andern  vorangehen  lassen,  oder  auch  die  einen  Veränderlichen 
auf  ganz  beliebige  Weise  unter  die  andern  einreihen,  z.  B.  so,  dass  stets 
zwei  gleichnamige  oder  correspondirende  Variabein  unmittelbar  auf  einander 
folgen.     Geht  man  von  einer  solchen  Anordnung  der  Variabein  j,  t) 

El,  ^1,  Eä'  %^  ••■?„.  9.. 

aus,  so  führt  das  Jacofci'sche  Verfahren,  wenn  die  bilineare  Form  %  symme- 
trisch oder  alternirend  ist*),  zu  einer  für  beide  Variabeln-Systeme  con- 
gruenten  Transformation.  Nimmt  man  nämlich  bei  der  Entwickelung  im  An- 
fange dieses  Paragraphen 


*)  Eine  bilineare  Form  heisst  symmetrisch  oder  alternirend,  wenn  sie  bei  gleich- 
zeitiger Vertauschung  aller  correspondirenden  Variabein  unverändert  bleibt  oder  einen 
entgegengesetzten  Werth  annimmt;  die  Bezeichnung  setzt  also  eine  gewisse  Zuordnung 
der  Variabein  der  beiden  Systeme  voraus. 
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und  die  bilineare  Function  ^d^,  1)^,  1.2^  ^^^  •  •  •)  ^^  Stelle  von  F{z^,  z.^,  ...z^, 
so  wird  unter  Beibehaltung  der  im  Art.  III  angenommenen  Bezeichnungen 
das  erste  Glied  der  Jrtco6i'schen  Transformirten  für  den  Fall  ?5i  1  <  0 

wenn    f^^  =  Su^Bi    und    i5io  =  Sii?)i    gesetzt  wird,  während  für  den  Fall 

das  Aggregat  der  zwei  ersten  Glieder  gleich 

wird.  Diess  folgt  auch  unmittelbar  daraus,  dass  die  Form  %  nach  Absonde- 
rung des  angegebenen  Ausdrucks  von  den  Variabein  j^,  j,^,  1)^,  t)^_  unabhängig 
wird.     Setzt  man  nun,  wenn  %  symmetrisch,  also  f^^^  =  %i^^  ist, 

und,  wenn  %  alternirend,  also    f5i,,  =  —  i^m    ^^d    fy^V,  =  *^  ^^^' 

so  erhält  man  durch  Einführung  der  Variabein  3^,  2)  an  Stelle  der  gleich- 
namigen Veränderlichen  i',  i)  die  congruente  Transformation  symmetrischer 
Functionen  5; 

S  =  Sn 3^:?),  +  S-'       Oder       g  =  X,?),  4-  A^Sx  +  5 
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und  die  congruente  Transformation  alternirender  Functionen  %: 

Hierbei  bedeutet  %'  eine  symmetrische  bilineare  Function  der  Variabein 

h'  %>    h>  %>  •••£„'  \> 

und  mit  %  ist  im  ersten  Falle  eine  symmetrische,  im  zweiten  aber  eine 
alternirende  bilineare  Function  der  Yariabeln 

E2'    V^)    •••    Ea-i)    Va-i>        i/,  +  1'    V/,  +  i>    ••■    i"n'    '^n 

bezeichnet.  Die  Jßcoij'sche  Transformation  führt  also  in  der  That  zu  einer 
Umwandlung  von  %  in 

2e,A^,%.  +  K%)       iiiid  resp.       ^(X^J^,  -  S,.?)J      A=V'v-".A 

h,h'  h,h'  \*  =*i'  Aj.-'4    / 

mittels  congruenter  Substitution;  die  Reihe  der  Indices  /;  hat  dabei  genau 
diejenigen  Eigenschaften  der  Reihe 

(H)  \,  h[,  \, ;«;,  ... ;«,, ;»;, 

welche  sich  im  Art.  I  auseinandergesetzt  finden,  und  die  Grössen  2£,  ?)  sind 
auch  den  dort  mit  Z  bezeichneten  vollkommen  analog.  Jede  lineare 
Function  36,  §)  enthält  nämlich  beziehungsweise  die  Variable  j,  t)  von 
gleichem  Index,  aber  ausserdem  nur  solche,  die  sowohl  bei  der  natürlichen 
als  bei  der  abgeleiteten,  mit  (H)  bezeichneten  Anordnung  darauf  folgen.  Die 
Coefficienten  der  Functionen  3£,  3)  und  die  Coefficienten  c,^,^,  sind  sämmtlich 
rational  aus  denen  von  %  zusammengesetzt,  und  für  //  <  li'  ist  c^^,  =  1. 

Die  angegebene  congruente  Transformation  der  bilinearen  Form  ^ 
ergiebt  sich  für  den  Fall,  dass  dieselbe  symmetrisch  ist,  auch  unmittelbar 
aus  der  JrtcoJrschen  Transformation  der  quadratischen  Form 

L.  Kronecker's  "Werke   I.  55 
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^%i,Z;S,  (i,[=l,2,...n), 

i,  I 

aber  für  den  Fall  alternirender  Formen  ^  bedurfte  die  Transformations- 
Gleichung 

einer  besonderen  Herleitung.  Es  folgt  aus  derselben,  dass  die  Determinante 
von  %, 

|g.j|  (i,t  =  l,2,...n), 

verschwindet,  sobald  die  Zahl  2v  d.  h.  die  Anzahl  der  Indices  h  kleiner  als 
n  ist,  und  diess  ist  natürlich  für  ungrade  Zahlen  n  immer  der  Fall.  Wenn 
aber  n  eine  grade  Zahl  und  genau  gleich  2v  ist,  so  wird 


5„l  = 


(i,  !  =  1,  2,  ...n). 


und  da  die  Transformation  eine  congruente,  d.  h.  da 

-—^  =  —2  (j,t=l,2,...n) 

ist,  so  lässt  sich  die  Determinante  einer  alternirenden  bilinearen  Form  oder 
eines  Systems,  dessen  conjugirte  Elemente  ^^j,  ^j;  entgegengesetzt  gleich 
sind,  als  das  Quadrat  eines  Ausdruckes  darstellen,  welcher  aus  den  Grössen  ^., 
rational  zusammengesetzt  ist*). 

V.    Wenn  ein  System  von  Veränderlichen  5,  welche  irgendwie  in  zwei 
Gruppen 

5i ;   Si  )   Si    )   •  •  •  i  32 '    1^2  >   ^2   '   •  '  ■ 


*)  Vgl.  Baltzer's  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten  §  7.   III.  Auflage. 
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eingetheilt  sind,  in  ein  System  z  mittels  dreier  Substitutionen  S^^,  ©j,,  S^., 
übergeführt  wird,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  durch  ©j^  nur  die  Va- 
riabein 5j  und  durch  ©g,  nur  die  Variabein  j^  unter  sich  transformirt  werden, 
während  durch  ©^^  jeder  Variabein  gj  eine  lineare  Function  von  5^,  g^ ,  •  •  • 
hinzugefügt  wird,  so  zerfällt  auch  das  System  der  Variabein  z  in  zwei 
Gruppen 

welche  denen  der  Veränderlichen  §  entsprechen.     Ist  nun 

u  väi >  äi  I  •  •  •>  ääj  ää  >  •  •  ■) 
eine  quadratische  Form, 

F{z^ ,  z^  ,  . .  .,  z^,  z.^  ,  . . .) 

deren  Transformirte,  und  denkt  man  sich  die  Variabein  z  so  geordnet,  dass 
diejenigen  der  ersten  Gruppe  sämmtlich  denen  der  zweiten  vorangehen,  so 
ist  die  Jacofti'sche  Transformation  von  F  als  Resultat  von  drei  Substitutionen 
der  angegebenen  Art  S^^^,  S^^,  S^^  aufzufassen,  und  die  transformirten  Va- 
riabein Z  vertheilen  sich  demnach  in  zwei  Gruppen,  welche  den  bezüglichen 
Gruppen  der  Variabein  z  entsprechen,  aber  für  den  Fall,  dass  die  Determi- 
nante von  F  gleich  Null  ist,  eine  geringere  Anzahl  von  Variabein  enthalten. 
Die  beiden  Gruppen  der  Variabein  Z  zerfallen  wiederum  in  je  zwei  Ab- 
theilungen, sodass  im  Ganzen  vier  Abtheilungen  entstehen: 

V'       7 "  .     y       7"  .     7'      7"  .     7'      7" 

11'        11'    ■•■'  12'        12'    ••■'  21'    •^2  1'    ••■'       ^22'        22'    ••*' 

welche  folgendermassen  zu  charakterisiren  sind.  Die  erste  Abteilung  (Z^J 
umfasst  alle  diejenigen  Variabein  der  ersten  Gruppe  und  die  letzte  Ab- 
theilung (Z22)  alle  diejenigen  der  zweiten,  welche  in  der  Jacofti'schen  Trans- 
formirten nur  mit  Variabein  derselben  Gruppe  multiplicirt  vorkommen;  die 
hiernach  übrig  bleibenden  Variabein  vertheilen  sich  alsdann  in  die  zweite 
oder  dritte  Abtheilung  {Z^^,  {Z,^,  je  nachdem  sie  der  ersten  oder  zweiten 
Gruppe  angehören. 
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Nimmt  man  für  ©^j,  ©j^,  S^a  Substitutionen  mit  unbestimmten 
Coefficienten,  so  erhält  man  eine  möglichst  allgemeine  Transformation  von 

in 

(i,k)  (/,A)  (,,i) 

WO  die  Summationen  nur  auf  gewisse  zusammengehörige  Paare  von  Indices  (/',  Ä) 
zu  beziehen  sind,  wo  ferner  die  Coefficienten  c.^  für  i'^k  gleich  Eins  und 
Zjj,  ^22  lineare  Functionen  der  Veränderlichen  j^  allein  sind,  sodass  die 
sämmtlichen  Variabein  Z  auch  direct,  d.  h.  ohne  Vermittelung  der  Variabein  z, 
von  den  Veränderlichen  5  mittels  dreier  Substitutionen  ©j^,  ©j^'  ®2  2  ^^' 
geleitet  werden  können,  welche  ganz  ebenso  wie  oben  ©j^,  ©j^,  ©22  zu 
charakterisireu  sind. 

Ist  die  quadratische  Form  %  bilinear,  so  hat  man  die  drei  all- 
gemeinen Substitutionen  3,^,  ©j^,  ©^j,  soweit  zu  beschränken,  dass  die 
beiden  Reihen  von  Variabein  getrennt  bleiben;  sie  sind  ferner  für  den  Fall, 
dass  %  eine  symmetrische  oder  alternirende  bilineare  Form  ist,  noch  dahin 
zu  specialisiren,  dass  sie  für  beide  Reihen  von  Variabein  übereinstimmend 
d.  h.  congruent  werden.  Vermöge  der  im  Art.  IV  entwickelten  Eigenschaften 
der  Jrtco?^i'schen  Transformation  sind  nun  in  den  bezeichneten  Fällen  die 
Substitutionen  S^^,  S^.,,  S.^.^  und  also  auch  die  Substitutionen  ©,j,  ©jg,  ©^g 
von  ebenderselben  Beschaffenheit  wie  ©jj^,  ©j., ,  ©j/,  es  lässt  sich  daher  eine 
beliebige  bilineare  Form 

mittels  dreier  Substitutionen  ©^j,  S^^,  ©^^  in 

(',*)  ihk)  (;,J)  ii,k) 

transformiren,  ferner,  wenn  f^  symmetrisch  oder  alternirend  ist,  noch  speciell  in 


ÜBER  DIE  CONGRUENTEN  TRANSFORMATIONEN  DER  BILINEAREN  FORMEN.  437 

(,-,*)  (-,j)  (.-,*) 


resp. 


U,k)  (/,*)  (.-,*) 

und  zwar  so,  dass  die  drei  Substitutionen  @  für  jede  der  zwei  Reihen  von 
Variabein  j,  l)  gesondert  und  dabei  in  den  letzten  beiden  Fällen  congruent 
sind,  wenn  durchweg  in  dem  ursprünglichen  Variabeinsystem  (j,  l))  ebenso 
wie  in  dem  transformirten  (3£,  3))  die  gleichnamigen  Veränderlichen  als  cor- 
respondirende  angesehen  werden.  Die  Coefficienten  c.^ ,  c!^  sind  für  i  ^  h  gleich 
Eins,  c..  und  c'.  aber,  sowie  die  Substitutionscoefficienten  von  ©j^,  S^^»  ®22 
sind  rational  aus  denen  der  Form  ^  und  aus  jenen  allgemeinen  Coefficienten 
von  (Sjj,  @J2>  ®2  2  zusammengesetzt,  deren  Unbestimmtheit  für  obige  drei 
Formen  von  9£,  f)  die  Transformationen  in  sich  selbst  ergiebt. 

Nur  die  hier  zuletzt  dargelegten  Consequenzen  der  Jir(co6i'schen  Trans- 
formation quadratischer  und  bilinearer  Formen  werden  im  Folgenden  zur 
Anwendung  kommen;  die  übrigen  Eigenschaften  derselben,  namentlich  jene 
mehr  formalen,  deren  Ausführung  den  Gegenstand  der  Artt.  II  und  III 
bildet,  sind  nur  der  Vollständigkeit  halber  bei  dieser  Gelegenheit  mit  ent- 
wickelt worden. 


Die  Redaction  der  bilineareii  Formen  mittels  congrnenter  Transformationen. 

Die  Art  und  Weise,  wie  die  beiden  Reihen  von  Variabein  einer 
bilinearen  Form  einander  zugeordnet  werden,  kommt  nicht  bloss,  wie  in  der 
Einleitung  bemerkt  worden,  bei  der  Transformation  zur  Geltung,  sondern  sie 
ist  schon  für  die  Definition  der  Determinante  in  gewisser  Hinsicht  als  mass- 
gebend zu  betrachten.  Denn  es  wird  z.  B.,  wenn  —  wie  es  auch  in  der 
Folge  geschehen  soll  —  die  correspondirenden  Variabein  x,  y  stets  mit 
gleichen  Indices  oder  sonstigen  Merkzeichen  versehen  werden,  die  Determi- 
nante der  Form  xy  gleich  Eins,   aber  die  von  x'y   gleich  Null.     Wie  man 
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nämlich  in  der  Theorie  homogener  Formen  überhaupt  von  einer  bestimmten 
Eeihe  von  Variabein  ausgehen  muss,  so  ist  bei  der  specielleren  Behandlung 
der  bilinearen  Formen  ein  vollständiges  System  von  zwei  Reihen  einander  gegen- 
seitig entsprechender  Variahein  zu  Grunde  zu  legen.  Zuvörderst  können  freilich 
die  bilinearen  Functionen  als  quadratische  Formen  der  sämmtlichen  un- 
getrennten Variabein  beider  Reihen  angesehen  werden,  und  in  der  allgemei- 
neren Theorie  derselben,  welcher  sich  bisher  die  Untersuchung  fast  aus- 
schliesslich zugewendet  hat,  kommt  eben  nur  die  Souderung  der  beiden 
Reihen  von  Veränderlichen,  nicht  aber  die  gegenseitige  Correspondenz  der 
einzelnen  Variabein  in  Betracht.  Geht  man  aber  von  einem  zweitheiligen 
Variabeinsystem 

l,  l",  l",  ... 
t/,  \)",  \)'",  ... 

aus,  in  welchem  die  unter  einander  stehenden  Veränderlichen  die  correspon- 
direnden  sind,  so  hat  man  unter  der  Determinante  einer  bilinearen  Function 


die  Determinante 


S(i'',  i",  •■•;  ^',  t)",  ••■) 


dxdy 


ZU  verstehen,  auch  dann,  wenn  irgend  welche  von  den  Veränderlichen  j,  t) 
in  %  gar  nicht  vorkommen.  Da  nun  andrerseits  für  die  Theorie  der  bilinearen 
Formen  auch  die  Determinante  derjenigen  linearen  Functionen  von  Bedeutung 
ist,  welche  durch  partielle  Differentiation  von  '^  nach  allen  wirklich  darin 
enthaltenen  Variabelu  resultiren,  so  soll  dieselbe  zur  Unterscheidung  von 
jener  Determinante  (^)  als  die  Discriminante  von  5  bezeichnet  werden, 
zumal  dieselbe  nichts  Anderes  als  die  Determinante  oder,  nach  der  Sylvester- 
schen  Ausdrucks  weise,  die  Discrimmantß  der  Function  %  ist,  sofern  dieselbe 
als  quadratische  Form  der  sämmtlichen  darin  vorkommenden  Veränderlichen 
betrachtet  wird. 
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I.  Eine  bilineare  Function  f{x',  x",  .  .  . ;  y',  y" . . .)  kann  stets  durch 
congruente  Substitutionen  in  eine  Form  f  transformirt  werden,  deren  Dis- 
criminante  von  Null  verschieden  ist.  Wenn  man  nämlich  auf  die  Function  / 
die  Jacofee'sche  Transformation  anwendet  und  dabei  die  Variabein  x,  y  unter 
einander  in  beliebiger  Weise  ordnet,  so  resultirt  zuvörderst  eine  Form 

(<p)  i.\+^,n:.  +  ---  +  ix> 

worin  1^ ,  |^ ,  . . .  |^  und  rj'^ ,  rj'^^,  . . .  rj^  resp.  von  einander  unabhängige,  lineare 
Functionen  der  Variabein  x  und  y  bedeuten.  Führt  man  nun  die  Functionen 
^1 '  %'  •••'?«  sowie  die  analogen  Functionen  $[ ,  |^' ,  ...  1^  als  neue  Variabein 
ein,  so  sind  von  den  Functionen  $^,  |^,  .  .  .  |^  nur  so  viele  hinzuzunehmen, 
als  dann  noch  linear  unabhängig  sind.     Demgemäss  seien  die  Variabein 

ausreichend,  um  die  säramtlichen  Functionen  |  dadurch  linear  auszudrucken, 
80  dass  also  n  —  m  Gleichungen 

?*=  Ei  +  ^C,;^!,,  h  =  i,...m,  i  =  w  +  i,.  ..„) 

bestehen,  in  denen  J„i+i»  •  •  •  ?«  üuea-re  Functionen  der  Variabein  £,'  sind.  Setzt 
man  der  Gleichförmigkeit  wegen  j^ ,  ...  j^  anstatt  |j ,  •  •  •  1^ ,  behält  dann 
wiederum  nur  so  viele  von  den  Variabein  1^'^,  t]'^,  ...rj'  bei,  als  von 

d.  h.  von  denjenigen  Functionen,  welche  E,„+i,  lr„+2'  •••£>•  correspondiren, 
linear  unabhängig  sind,  und  bezeichnet  diese  m  Grössen  tj'  mit 

60  geht  9)  über  in  eine  bilineare  Form 
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deren  zwei  Eeihen  von  Veränderlichen 

durcli  congruente  Substitutionen  aus  dem  Variabeinsystem 

y',  y",  y'",  •  ■  ■ 

hervorgegangen  sind.  —  Die  Discriminante  der  auf  diese  Weise  resultirenden 
Form  f  ist  in  der  That  von  Null  verschieden,  da  f  durch  Transformation 
aus  9  entstanden  ist;  aber  die  Determinante  von  f,  nämlich 

I     8'f 


CLC^,. 


ist  ebenso  wie  jede  der  ersten,  zweiten,  . . .  (>«  —  1)'™  Unterdeterminanten, 
für  positive  Werthe  von  m,  gleich  Null,  und  erst  eine  der  «i*™  Unterdeter- 
minanten^  nämlich 


/,=1,2,...„  \ 

\k  =  m+l,m  +  t,...m  +  nl 


welche  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  ist,  hat  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth.  Diese  Eigenschaft  der  Determinante  und  der 
Unterdeterminanten  von  f  bleibt  natürlich  bei  jeder  congruenten  Trans- 
formation erhalten,  und  hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Function  f  eine 
„eigentliche"  bilineare  Form  von  m  +  n  Variabeln-Paaren  ist,  d.  h.  dass  die- 
selbe durch  congruente  Transformation  nicht  in  eine  Form  f  von  Va- 
riabein X,  y  verwandelt  werden  kann,  welche  einem  zweitheiligen  System 
von  weniger  als  2  [m  +  '0  Veränderlichen  angehören.  Eine  solche  Form  f 
von  nur  2  {m  -\-  n  —  k)  Variabein  würde  nämlich  nach  dem  oben  angegebenen 
Verfahren  mittels  congruenter  Transformation  in  eine  Form  f  übergeführt 
werden  können,  deren  Discriminante  nicht  gleich  Null  ist;  in  f  müssten  aber 
dann  genau  je  n  Variabein  j'  und  t)'  vorkommen  und  also  nur  je  m  —  k  Va- 
riabein fehlen,  so  dass  schon  eine  der  (m  —  k^^"  Unterdeterminanten  gleich 


ÜBER  DIE  CONGRUENTEN  TRANSFORMATIONEN  DER  BILINEAREN  FORMEN.         44^^ 

der  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  und  daher  von  Null  verschieden 
sein  würde. 

Wie  die  vorstehenden  Entwickelungen  zeigen,  lässt  sich  in  der  That 
jede  bilineare  Form  {f)  mittels  congruenter  Transformation  in  eine  solche  (f) 
verwandeln,  deren  Discriminante  von  Null  verschieden  ist.  Die  Anzahl  der 
Variabein  in  einer  solchen  Transformirten  ist  für  beide  Reihen  gleich  gross, 
und  wie  man  auch  jene  Transformation  bewirken  mag,  es  ändert  sich  dabei 
weder  die  Gesammtanzahl  der  Variabein  noch  auch  die  Anzahl  der  Paare 
von  correspondirenden.  Bezeichnet  man,  wie  oben,  die  Anzahl  dieser  Paare 
mit  n  —  m  und  die  Anzahl  derjenigen  Variabein  der  einen  Reihe,  denen  keine 
der  andern  correspondirt,  mit  m,  so  ist  ferner  n  +  m  die  Minimalanzahl  der 
Glieder  eines  vollständigen  Systems  von  Variabeln-Paaren  für  die  sämmt- 
lichen  bilinearen  Formen,  welche  aus  der  Form  {f)  durch  congruente  Trans- 
formation hervorgehen.     Die  Zahl  m  kann  hierbei  nur  gleich  0,  1,  ...n  sein. 

II.  Wenn  man  unter  f  und  f  zwei  mit  einander  conjugirte  bilineare 
Formen  versteht,  deren  Determinante  von  Null  verschieden  ist,  und 

/•+/-'  =  2<pj,       f-f'  =  2t,,       af-hf  ^{a'-h%,       af  -  hf  =  (a' -b')i[ 

setzt,  so  ist 

f=9i-i-^>        imd       /•  =  flfj  +  5f; . 

Je  nachdem  also  die  Determinante  der  Schaar  bilinearer  Formen 

uf+vf 

irgend  einen  Linearfactor  ti  +  v  hat  oder  einen  Factor  uv  +  hu ,  für  welchen 
cr'^b^  ist,  kann  f  als  ein  Aggregat  einer  symmetrischen  und  einer  alter- 
nirenden  Form  so  dargestellt  werden,  dass  die  Determinante  der  einen  dieser 
beiden  Formen  gleich  Null  ist,  oder  als  ein  Aggregat  von  zwei  conjugirten 
Formen,  deren  Determinante  verschwindet.  Wenn  nun  die  Form  f^  oder 
resp.  diejenige  der  Formen  q)^,  xi>i,  deren  Determinante  gleich  Null  ist,  durch 
congruente  Substitution   in   eine  Form   f   oder    resp.   (p,  il>   verwandelt   wird, 

L.  Krooecker's  Werke  I.  56 
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deren  Discriminante  von  Null  verschieden  ist,  so  kommt  nach  Einführung 
der  neuen  Variabein  in  f  oder  resp.  in  i^'i,  g^i : 

f=cp  +  t       oder        /=af  +  &f'; 

und  im  ersten  Falle  enthält  die  eine  der  beiden  Formen  9?  und  ip  Variabein, 
die  in  der  andern  nicht  vorkommen,  im  zweiten  Falle  enthält  jede  der 
beiden  conjugirten  Formen  f,  f  Variabein,  deren  correspondirende  darin  fehlen. 

III.    Ist   \{i^,  i,,  ...  E^;,   l),,,_^j,  l)„,^^,  ...  %_^J    eine    bilineare   Form 
von  nicht  verschwindender  Discriminante,  so  können  die  Variabein 

i'li   i'jj   •••   i'mj      9n  +  l'    ^^11  +  2'    ••'    9n  +  m  ' 

deren  correspondirende  fehlen,  zu  einer  ersten  Gruppe  und  die  übrigbleibenden 

Sm  +  l'    i"m  +  2'   •••   i"«'      9in-|-i)    Vm  +  2'   '  '  •    ^a 

ZU  einer  zweiten  zusammengefasst  werden.  Diess  vorausgeschickt,  ist  nach 
§1  Art.  V  die  Form  f  mittels  einer  Reihe  von  Substitutionen  ©j,,  ©j^'  ®2« 
in  die  bilineare  Function 

(5)  2iK'M\''"''  +  KT'^'tT')  +2K^Vl\+'''  +2^^m 

a  b  c 

(0  =  1,  2,...  I;    6  =  1  +  1,  1  +  2, ..  .m;    c  =  l  +  ni  +  l,  I  +  m  +  2, .  .  .n) 

ZU  verwandeln,  wo  die  Variabein  D.^^,  ^J)^^  überstrichen  sind,  um  anzudeuten, 
dass  sie  als  lineare  Functionen  der  Variabein  t)  in  ihren  Coefficienten  nicht 
nothwendig  mit  denen  von  dl^^,  Bc^^  übereinstimmen.  Die  mit  ©j^,  ©j^'  ®2  2 
bezeichneten  Substitutionen  sind  nämlich  nicht  an  und  für  sich  in  Beziehung 
auf  die  beiden  Reihen  von  Variabein  congruent,  aber  man  kann,  von  den- 
selben ausgehend,  in  folgender  Weise  zu  congruenten  Transformationen  ge- 
langen.    Zuvörderst  sind 

'''iij   •'■12»   i^u»    t'12 
an  Stelle   derjenigen  Variabein  j,  t)   zu  nehmen,   welche  der   ersten   Gruppe 
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angehören,  da  die  denselben  correspondirenden  Veränderlichen  fehlen.  Ferner 
sind  auch  die  sämmtlichen  in  {%)  vorkommenden  Grössen  dc.,^  beizubehalten 
und  von  denjenigen  linearen  Functionen  der  Variabein  j,  welche  den  Func- 
tionen ^ijgj  correspondiren,  so  viele  hinzuzunehmen,  als  dann  noch  linear  un- 
abhängig sind.  Bezeichnet  man  diese  durch  die  letzten  l  —  t  Indices,  so  be- 
stehen für  die  ersten  t  Grössen  dc^^  lineare  Relationen 

^1  q         ""     ^'  Vq  =  t+1,  ...1/  ' 

in  denen  die  Grössen  ?i^^l  lineare  Functionen  der  Grössen 

v(m  +  l)         vdn  +  ä)  x(ni  +  l) 

•^21  >       ^^21  '        •  •  •        '^21  > 

und  also  ebenso  viele  von  diesen  zu  ersetzen  geeignet  sind.  Man  kann 
daher  als  unabhängige  Variabein  36  erstens  die  sämmtlichen  Grössen 

v(a)         vib) 

*,2  ;       *ii  /a  =  l,  2,  ...l;  b  =  t  +  l,  .. 

und  ferner  |  p=i, 2,...i;  q=t+i,.. 

v(P)        x«(+i")        y(q  +  m)        x(t)  \r=m  +  21 -t  +  l, .  . .  n 

*21  1       *21  '       ^^21  '       *22 

Wählen,  da  unter  den  Functionen  Xjj  genau  t  —  t,  nämlich  soviel  als 
Grössen  SC^i  hinzugenommen  sind,  von  den  übrigen  eingeführten  Variabein 
linear  abhängig  sein  müssen;  denn  die  Gesammtanzahl  der  transformirten 
Veränderlichen  3£  muss,  weil  die  Discriminante  von  f  als  von  Null  ver- 
schieden vorausgesetzt  ist,  gleich  derjenigen  der  ursprünglichen  Veränder- 
lichen i  d.  h.  gleich  n  sein.  Von  den  Variabein  ^  sind  nun  vermöge  der 
linearen  Relationen 

die  sämmtlichen  Grössen  D^j  durch  die  letzten  I  — !  derselben  und  durch 
die  Grössen  '^^^^  ausdrückbar,  welche  den  Grössen  Xf^'  correspondiren.  Die 
Variabein  ?)  ^  müssen  ferner  sämmtlich  durch  diejenigen  Grössen 
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iri(P)      m{c|  +  m)      ^(q  +  m)      m(t) 
t'21  '    t'21  '    t/21  '    c/22 

(p  =  l,2, .  .    !;  q  =  t  +  l,  .  .  ,1;  r  =  01+21-1  +  1,  .     .  11), 

welche  den  oben  eingeführten  Grössen 

21  '         21  '21  '22 

correspondiren,  linear  darstellbar  sein.  Denn,  wären  gewisse  unter  den 
Functionen  D^^  von  allen  diesen  Grössen  3)  linear  unabhängig,  so  würden 
ebensoviele  von  den  Grössen  ^j^^  weggelassen  werden  können,  und  die  Form  f 
wäre  somit  durch  congruente  Substitutionen  in  eine  Form  von  je  n  Va- 
riabein 3C,  'S)  transformirbar,  unter  denen  weniger  als  je  n  —  m  einander 
correspondirten ;  diess  ist  aber  nach  Art.  I  unmöglich.  Hiernach  sind  nun- 
mehr die  in  %  vorkommenden  Veränderlichen 

3t;  ^  durch  die  Grössen  Xf,',  dl^\+'"^ 

3£,,  durch  die  Grössen  X'"/,  X^''+"",  Xf+"",  3E^;' 

g.j  durch  die  Grössen  S)^!*;',  %^\+''^ 

%,  durch  die  Grössen  ?)f;,  1^^+"",  ?)<';+"",  g),';' 

linear  darstellbar,  und  wenn  man  nach  Einführung  dieser  letzteren  Grössen 
3£,  3)  die  mit 


multiplicirten  Glieder  sammelt,  und  die  bezüglichen  Factoreu  mit 

»12  '     fc'l2  '  '*'12  '  •^12 

bezeichnet,  so  geht  die  Form  fj  ii^  (^^^  -^go^^g^^ 
(5)  5o  +  5i  +  S°  +  5' 

über,  wo 
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go  =  ^3£,7g)r+"'  (.=,+, 


.  m) 


Ü    =^V^12i)21  +  *ai  ^12         )  (q=H-l,...l) 

q 

ist  und  15    Giie  bilineare  Function  der  n  —  111  —  (  Variabein 

V(q  +  ml      Y"'  91'"      01  q  +  m)  /<,  =  I+l,t  +  2,  ...r        \ 

■^'■21  '    '"-ää  '        iy2  2  J    iJii  U=m  +  2I-f  +  i,  ...n  j 

bedeutet.  Die  Discriminante  von  5'  ist  nicht  gleich  Null;  die  in  %  vor- 
kommenden Variabein  3^^,  Du  sind  mit  den  bezüglichen  von  ^  identisch; 
die  Grössen  X,2,  3)j2  in  %  sind  resp.  lineare  Functionen  der  in  %  ent- 
haltenen Grössen  dc^^,  ^22  ^^^  ?)i2'  ?)22'  ^^^  diejenigen  Grössen  de,  ?)  in  %, 
deren  erster  Index  2  ist,  sind  lineare  Functionen  der  in  |5  enthaltenen 
Grössen  X^j,  ^,,2  ^^^  ?)2i>  ?)22-  -^^^  Form  f  geht  daher  durch  eine  Reihe 
congruenter  Substitutionen  ©^j,  ©j^,  ©^^  in  fj  über,  sodass  die  der  zweiten 
Gruppe  angehörigen  Variabein  der  Form  f  dabei  nur  unter  einander  trans- 
formirt  werden. 

IV.  Wenn  man  gemäss  §  1  Art.  V  die  bilineare  Function 
/■(.Tj,  x.^,  ...ic„;  y„^i,  Vm+i'  •  •  ■  {Jm+n)  i^ittels  cluer  Reihe  von  Substitutionen, 
®2  2'  ®2i'  ®ii  i^  ^i®  bilineare  Form 

(a  =  l.  2,  ...i;    6  =  ;-fl,  i  +  2,  .  .  .m;    c=i  +  n,4-l,  i+;/i  +  2,  .  .  .  n) 

verwandelt,  so  bestehen  die  darin  vorkommenden  linearen  Functionen 


aus  zwei  verschiedenen  Theilen,  von  denen  der  eine  die  Variabein  der  ersten 
Gruppe  X,  y,  der  andre  die  der  zweiten  Gruppe  enthält.  Bezeichnet  man 
die   letzteren  Theile   durch  die  entsprechenden   deutschen  Buchstaben  3£,  f), 
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und  bildet  aus  denselben  nach  den  im  vorhergehenden  Abschnitt  III  ent- 
haltenen Vorschriften  die  analog  mit 

X(P)     y(9  +  ''')      x(i  +  m)      !,•('•).      a\<p)      gr|(}+>«)      ä\(l+n>)     mW 

*21  >     ^21  '     *2l  )     '"•2  2  '        »21    '     »21  '     »2 1  '     »2  2 

(p  =  l,  2,  ..  .  i;  q  =  k+l,k  +  i,...  t;  r  =  m  +  ii-k+l,  .  .  .  n) 

ZU  bezeichnenden  linearen  Functionen,  so  sind  diese,  wie  schon  am  Schlüsse 
von  Art.  III  hervorgehoben  vForden,  auch  umgekehrt  lineare  Functionen  jener 
Grössen  1,^,  1^^  und  resp.  S)^^,  D^^,  von  denen  man  ausgegangen  ist.  Sub- 
stituirt  man  in  diesen  linearen  Functionen  die  bezüglichen  gesammten  Aus- 
drücke Xj,,  X22,  1^1,  r,^  für  deren  mit  X,j,  ^,^,  f)^,,  D^^  bezeichnete 
Theile,  so  unterscheiden  sich  dieselben  von  jenen  Grössen 

xd'l     xi'i  +  i")     $(5  +  '»)     %('■).     gi(«')     m(9+"''     gi'«+"'>     ?()<''' 
•*'2i  '  '^21        '      21        '  '^22  '      »21  1   »21       '    »21        '   »22 

nur  durch  lineare  Functionen  von  Variabein  x,  y,  welche  der  ersten  Gruppe 
angehören,  und  man  erhält  somit  Functionen  folgender  Art 

^!/;>  +  ^^^(x^,  x^_,...xj,      ?),'f  +  '-F'^'0/„  +  ,,  ...2/„^J,  ..., 

wo  unter  #,  ^  lineare  Functionen  der  bezüglichen  Variabein  zu  verstehen 
sind.     Setzt  man  endlich 

^If  =   ^l^l     +    ^'"'(^I  '     •  •  •  ^,n)   +    '^'"'(^.  +  1  >    ■■•  ^n  +  J  >  etc. 

und  bezeichnet  die  diesen  Grössen 

X'i")      ■V'(5  +  '»)      ^^(«  +  "0       vW 

"^21  '  21  '  21  '  2  2 

correspondirenden  Functionen  der  Variabein  y  resp.  mit 

Y^l'l        y(9  +  "')         v(3  +  "')         vir) 
■^  21  '      -'^21  )      -'21  '  22  ' 

so  sind  die  Grössen 

X  -  W(x^_^^ ,  ...  x^^J ,       Y  -  0{y^ ,  . .  .  2/ J 
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ausreichend,  um  dadurch  die  sämmtlichen  in  F  vorkommenden  Variabein  X,  Y, 
deren  erster  Index  2  ist,  linear  darzustellen,  und  die  Form  F  geht  demnach 
bei  Einführung  derselben  in  das  Aggregat 

{F)  F"  +  P'^  +  F^'^  ^F^+F^ 

über,  wo  F  eine  bilineare  Form  ist,  in  welcher  jedes  Glied  eine  von  den 
Variabein 

enthält,  wo  ferner 

M     =^Ajji:jj  {!,=i+i,...m) 

1/ 

i-      =^  1A2  -iai  +  Agj  r,2       )  (/,=i,2,...*) 

p 

1 

ist,  und  F^  eine  bilineare  Function  der  11  —  w  —  l  Variabein 

-^21  '-^22'         -^22'     -^21  lr=m  +  2(-*  +  l,...„^ 

bedeutet,  deren  Discriminante  von  Null  verschieden  ist.  Die  Variabein  der 
transformirten  Form  F  können  aus  denen  von  f  durch  eine  Reihe  congruenter 
Substitutionen  S^^,  S.^^,  S^^^  abgeleitet  werden,  und  so  sind  die  in  F  vor- 
kommenden Grössen 

Y         T     •      V        V 

^^11'     -^12'         -^11'      -^12 

lineare  Functionen  von 

^1,    ^27    ■■■    ^,ni        Vn  +  X-    y.^2>    ■■•    Vn  +  rn^ 

d.  h.  sie  enthalten  einzig  und  allein  diejenigen  Variabelu  von  f,  aus  denen 
die  erste  Gruppe  gebildet  ist. 
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V.     Bezeichnet    man    mit    ©, .   S^ .   G« .  ...    lauter    hilineare    Formen 
folgender  Art 

b]   +^  V    H hl         V  , 

SO  lässt  sich  jede  bilineare  Function 

f  fei  ,l,,---    In ;       ^)m  +  l  >    '^m  +  .  >    ■■■    %  +  J  «'""'"' 

deren  Discriminante  von  Null  verschieden  ist,  mittels  congrueuter  Substitu- 
tionen in  ein  Aggregat 

M  e,  +  e,  +  ---  +  e„,+  g(a\,  x,, ...;  ?)„  %, ...) 

transformiren,  und  zwar  so,  dass  sowohl  die  Veränderlichen  der  bilinearen 
Form  %  als  auch  die  sämmtlichen  mit 

-'  y"  .-(1-1)  '  "  (>'-l) 

bezeichneten  Variabein  der  Formen  (S,  welche  zusammen  die  zweite  Gruppe 
der  in  (gj)  vorkommenden  Variabein  constituiren,  nur  Transformirte  von  den 
der  zweiten  Gruppe  angehörigen  Veränderlichen  von  f,  nämlich  von 

i"m  +  l'    Em  +  2'    •••    Eni      '^m  +  l'    Vm-f2'    •  •  •  Vii 

sind.  Dagegen  enthalten  die  beiden  äussersten  Variabein  der  Formen  (£, 
nämlich  |  und  v]",  deren  Gesammtheit  die  erste  Gruppe  von  ((p)  bildet,  als 
lineare  Functionen  der  ursprünglichen  Veränderlichen,  zugleich  die  der  ersten 
Gruppe  von  f,  nämlich 

und  zwar  bilden  die  diese  Variabein  enthaltenden  Theile  der  je  ni  Func- 
tionen ^,  rj°  als  solche  zwei  vollständige  Systeme  von  je  m  linear  unab- 
hängigen Ausdrücken. 

Um   zu  der  angegebenen   Transformation  zu  gelangen,   hat   man   zu- 
vörderst die  Form  f  nach  Art.  III  in  ein  Aggregat 
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ZU  verwandeln.  Die  beiden  ersten  Theile  fy^  und  %^  bestehen  alsdann  bereits 
aus  lauter  Formen  (ä,  nämlich  für  r  =  l  imd  v  =  2,  und  es  bleibt  nach 
deren  Absonderung  ein  Ausdruck 

in  welchem  die  sämmtlichen  je  n  Grössen  x,  y  nur  lineare  Functionen  der 
ursprünglichen  Veränderlichen  der  zweiten  Gruppe  sind,  während  die  mit  x',  y' 
bezeichneten  Functionen  auch  die  der  ersten  Gruppe  enthalten.  Wird  nun- 
mehr die  bilineare  Form  f  gemäss  Art.  IV  transformirt,  so  ist  der  dort  mit  i*"" 
bezeichnete  Theil  mit  der  Summe 

^«2//.+  ^n+A2/n+;.)  (/.  =  !,  2,...™) 

h 

zu  einem  durchaus  analogen  Ausdrucke 

A 

zu  vereinigen,  und  alsdann  sind  in  demselben  an  Stelle  der  Variabein  x^_^j^,  y,^ 
die  Veränderlichen 

y(6  +  n)       ^(p  +  n)      yCj  +  n).        yW       y^(P)       y(?) 
-^11         J     -^12  >    -^12  1        -^117     ^\i  J     ■'■i-i 

einzuführen,  welche  denjenigen  correspondiren,  die  im  Art.  IV  in  F^^\  F^^\  F^ 
an  Stelle  der  je  m  Variabein  ir,, ,  ?/^^^  getreten  sind.  Jener  Summeoausdruck 
zerfällt  hiernach  in  drei  Theile,  von  denen  die  ersten  beiden,  nämlich 

-^V^oi -'^11  +  ^11       -^01      -*'        -^(.^\i  -*^i2  ~r^i2        -^02       ) 
b  p 

sich  resp.  mit  F'"  und  JF"^"*  zu  den  Ausdrücken 

L.  Kronecker's  Werk«  I.  57 
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6 
-^(.^01      -^12     +^12     -^21     +^21     -*-12  "T  ^12  -^02  ) 


P 


vereinigen,  welche  aus  lauter  Formen  (£,  und  zwar  resp.  für  v  =  3  und  v  =  4, 
bestellen.  Nach  Absonderung  derselben  bleibt  noch  der  dritte  Theil  des 
obigen  Summenausdrucks,  nämlich 

^\-^ü2   -'•12    +-^13  -'02  )  > 

'1 

welcher,  mit  der  im  Art.  IV  durch  F^  bezeichneten  Summe  vereinigt,  den 
Ausdruck 

-^C-^0  2-^12    +-^12    -*^21  +^21  -*^12  +^12  -^02  > 

1 

ergiebt,  und  überdiess  die  im  Art.  IV  mit  F^  bezeichnete  bilineare  Form  der 
n  —  m  —  l  Variabein 

•^    2 1  '  2  2  '  2  2'  21  ' 

welche  also  jedenfalls  weniger  Variabein  als  f  enthält.  Diese  Form  F^  kann 
daher  bereits  in  der  Weise  transformirt  angenommen  werden,  wie  sie  als 
zulässig  für  f  nachgewiesen  werden  soll;  d.  h.  es  kann 

(^)  ^E'"  +  5(a;.,x,,...;  ?).,?)„...) 

für  F^  gesetzt  werden,  wo 

ist,  sodass  an  die  Stelle  der  einander  nicht  correspondirenden  und  also  einer 
ersten  Gruppe  angehörigen  Variabein  der  Form  F, , 


x: 


(•;  +  m)       V  (''+"') 
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ebensoviel  neue  Veränderliche 

'-'2     >        ^--i 

treten,  und  correspondirend 

rf ,  S''i     an  die  Stelle  von     FJJ+''",  Xf +"" , 

während    die    Variabeinpaare    X^^,    i'22    durch    die    paarweise    einander    zu- 
geordneten Variabein 

SS  S      ■     21      'i 

1\,  T^,  ...  T_,;     ?),,  3),,  ... 

ersetzt  werden,    welche  die  zweite  Gruppe  der  in   0  enthaltenen  Veränder- 
lichen bilden.     Nach  Einführung  dieser  neuen  Variabelu  werden  die  Grössen 

-y-(«+m)         ^(9  +  m) 
■^21  )       -'21 

lineare  Functionen  derselben,  aber  diejenigen  Theile,   welche  die  neuen  Va- 
riabein der  zweiten  Gruppe  enthalten,  können  durch  Umformung  der  Variabein 


X! 


-{q+n) 


daraus  weggeschafft   werden.     Was  nämlich  zuvörderst   die  Variabein   S,   T 
der  zweiten  Gruppe  betrifft,  so  kann  jedes  in  X^'j"*""'  vorkommende  GUed 

CSi_i  W-l>2) 

weggelassen  werden,  sobald  man  nur 
resp.  an  Stelle  von 

■'■>.>  ""i  >  -'■02 
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setzt.     Wenn  ferner 

derjenige  Theil  von  X^l"*"'"''  ist,  welcher  die  Variabein  X  der  zweiten  Gruppe 
enthält,  lind  die  Form  %,  welche  den  zweiten  Theil  von  ^  bildet,  gleich 


2^,,^X 


(y,i  =  ],  2,...) 


gesetzt  wird,  so  sind  Grössen  93^,^  für  alle  Werthe  von  q  zu  bestimmen, 
welche  den  Gleichungen 

2%,^,=^.,  (*  =  1,2,...) 

h 

Genüge  leisten,  und  alsdann  alle  jene  Theile 

^©„„X         oder       ^5(  ,93.  X 

••^      qg     g  ■-"      gh     hq     g 

■"  g,  h 

aus  den  Functionen  Xf^'"^  wegzulassen,  sobald  nur  für  die  Variabein 

•^02  '  "*■/!  >  i)h 

resp.  die  Ausdrücke 

g,h  1  ■> 

substituirt  werden.  Es  ist  hierbei  nur  noch  nachzuweisen,  dass  jene 
Grössen  35^^  stets  bestimmbar  sind,  d.  h.  dass  die  Determinante  der  bilinearen 
Form  %, 

|3t^„|  (,.;,  =  !,  2,...) 

von  Null  verschieden  ist.  Bei  der  im  Eingange  dieses  Abschnitts  charakte- 
risirten  Transformation  von  f  m  (p  sollen  die  Formen  @  die  sämmtlicheu 
Variabein  der  ersten  Gruppe  und  überdiess  nur  Paare  von  Correspondirenden 
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der  zweiten  Gruppe  enthalten.  Eben  dieselbe  Eigenschaft  ist  daher  bei  den 
Formen  E  in  O  vorauszusetzen;  die  übrigbleibende  Function  %  muss  also, 
wenn  sie  mittels  congruenter  Substitution  auf  die  Form  gebracht  ist,  dass 
ihre  Discriminante  nicht  gleich  Null  ist,  nach  Art.  I  ebenfalls  lauter  Paare 
correspondirender  Variabein  36,  ?)  enthalten,  sodass  auch  ihre  Determinante 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  muss*). 

Nachdem  aus  den  linearen  Functionen    X'^^"'\    F^'j"*""'  die  Variabein 
der   zweiten  Gruppe  von  $  sämmtlich  weggeschafft  und  dabei  die  Variabein 

Z<t   i;r"      m  andre:       X^^,    r^|+"' 

transformirt  sind,  ist  der  Summenausdruck 

-^C^02  -*^12  +  ^h2   -'^21  +^21  ^It  -!-"S2  -^02         ) 

y 

nach  den  in 

-a-2 1  )     -•-  2 1 

nur  noch  enthaltenen  Variabein  der  ersten  Gruppe 


zu  ordnen.     Bezeichnet  man  dann  die  linearen  Functionen  der  Grössen  X/^', 


*)  Es  ist  diess  einer  der  Hauptpunkte  der  ganzen  Deduction,  durch  welchen  auch 
die  Nothwendigkeit  der  Gruppeneintheilung  bedingt  ist.  Bei  der  Reduction  der  Schaaren 
kommt  die  analoge  Stelle  im  Art.  IV  meines  Aufsatzes  vom  Januar  d.  J.  vor.  In  dem 
Beispiele  aber,  welches  in  meiner  Mittheilung  vom  März  d.  J.  jene  Nothwendigkeit  er- 
läutern sollte,  sind  die  Variabein  3:3,  y^  in  den  beiden  letzten  Gliedern,  zum  Unterschiede 
von  denen  in  den  beiden  ersten  mit  Strichen  zu  versehen;  erst  dann  zeigt  es  sich,  dass  das 
Verfahren,  mittels  dessen  die  einzelnen  Variabein  von  der  mit  Q  bezeichneten  Form  ab- 
gesondert werden,  zuerst  auf  alle  diejenigen  Veränderlichen  anzuwenden  ist,  welche  nicht 
zugleich  in  der  Form  P  vorkommen  und  als  solche  in  eine  besondere  Gruppe  zusammen- 
gefasst  sind. 
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welche  mit  r^''  multiplicirt  sind,  durch  Sl''\  und  ebenso  die  Factoren  von  S[i 
durch  T^Jl,  so  werden  die  Grössen 


resp.  lineare  Functionen  der  Correspondirenden 

■^  1    >    '-*- 1 ' 

und  bei  deren  Einführung  verwandelt  sich  der  obige  Summenausdruck  in  ein 
Aggregat  von  Ausdrücken 

welche  sich  mit  den  bezüglichen  Formen  E^^'  zu 

t<(s)^V9)      I       f  Wl-»'?'  J       f('/)  flif»)  _L  _1_    W*^'     71(9)  _1_    t<(9)/vi(9)   _l       w(5)/v,(9) 

also  in  der  That  zu  lauter  Formen  (S  vereinigen. 

VI.    Es  sei  f  eine  bilineare  Form,  deren  Determinante  von  Null  ver- 
schieden ist,  und  die  nach  Art.  II  gleich  der  Summe  der  beiden  Formen 

fpd'i,  El''  •••,  t,,  hl  •••;   ^'i>  ')i''  •••'  ^2'  "2''  •••) 

gesetzt  werden  kann,  von  denen  die  erstere  symmetrisch,  die  letztere  alter- 
nirend  ist.  Dabei  können  entweder  die  Variabein  j^,  t)j  oder  die  Variabelu 
J3 ,  ^3 ,  aber  nur  nicht  beide  Arten  von  Variabein  zugleich  fehlen.  Ferner 
sei  der  Abkürzung  wegen 

x?)'  +  XD  =  (SS)'),      w-^D  =  iWl 

und 

e  =  31(369)')  +  [36'?)"]  +  (36"?)'")  +  ■  ■  •  +  [36'-''  ?)""]  +  S(36""§)<''), 
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V  =  u  -\-  1     oder      ft ,  2t  =  0      oder     1 

und  stets,  wenn  fi  <  v  ist,  9(  =  S  genommen  werden  muss,  während 
für  (t  =  V  die  Constante  35  von  Null  verschieden,  im  Uebrigen  aber  un- 
bestimmt zu  lassen  ist.     Es  sind  sonach 

X  ,  ?)  ,  X^"+'\  ^9^'+''  für  21  =  1 ,  7.  =  ,«  +  1 

X,  2)',  3e<^\       ?)<■"'  für  21  =  0,  18  =  0 

X  ,2)  für  2X  =  1 ,  v  =  fi 

r,  2)'  für  2(  =  0,  v  =  (i 

diejenigen  Variabein,  welche  nur  in  den  äussersten  Gliedern  der  Formen  (£ 
enthalten  sind,  und  diese  Veränderlichen  sollen  deshalb  als  die  „äusseren" 
von  den  übrigen  als  den  „mittleren"  unterschieden  werden.  Diess  voraus- 
geschickt, kann  f  mittels  congruenter  Substitutionen  so  transformirt  werden, 
dass  sich  ein  Aggregat  von  Formen  ®  absondern  lässt,  und  dass  sowohl  die 
Variabein  der  übrigbleibenden  Form  als  auch  die  mittleren  Variabein  der 
Formen  (S,  als  lineare  Functionen  der  Veränderlichen  j,  t)  einzig  und  allein 
diejenigen  enthalten,  welche  beiden  Formen  9  und  t  gemeinsam  sind.  Wenn 
die  Variabein  j, ,  ^j  nicht  fehlen,  so  ist  in  den  Formen  ©  die  Constante  2t 
gleich  Eins  zu  nehmen;  die  äusseren  Variabein  derselben,  d.  h.  also  die 
Variabein 

X,  g)      und,  falls      v  =  u -f  1      ist,      X"'+",  2)"*+" 

enthalten  dann,  als  lineare  Functionen  der  Variabein  j,  l),  jedenfalls  die  Ver- 
änderlichen jj,  t)j;  wenn  aber  die  Variabein  jj,  t)j  fehlen,  also  nur  Va- 
riabein j, ,  J3,  t)j,  ^3  vorhanden  sind,  so  ist  in  den  Formen  @  die  Con- 
stante 2t  gleich  Null  zu  setzen,  und  die  äusseren  Variabein  derselben, 
d.  h.  also  die  Variabein 

X',  2)'     und,  falls     33  =  0     ist,     X'"',g)'"' 
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enthalten  dann,  als  lineare  Functionen  der  ursprünglichen  Veränderlichen  j,  i). 
jedenfalls  die  Variabein  i^,  t)^,  welche  der  Form  ip  ausschliesslich  angehören. 

Da  die  Entwickelung  der  vorstehend  charakterisirten  Transformation 
von  f  in  den  beiden  unterschiedenen  Fällen  (§t  =  1  und  Sl  =  0)  durchaus 
analog  ist,  so  soll  dieselbe  im  Folgenden  nur  für  den  ersten  Fall  ausgeführt 
werden,  wo  Variabein  i^,  1)^  als  vorhanden  anzunehmen  und  daher  die  Con- 
stanten 21  in  den  Formen  ©  sämmtlich  gleich  Eins  zu  setzen  sind.  Die 
symmetrische  Form  cp  kann  alsdann  gemäss  §  1  Art.  V  mittels  congruenter 
Substitutionen  in  ein  Aggregat 

2c,,(^:idD  +2(^^it)^t)  +^<.(x^^o 

transformirt  werden,  in  welchem  die  neuen  Variabein 

X        2i       31        9) 

nur  lineare  Functionen  der  Veränderlichen  j^,  t)^  sind.  Hiermit  löst  sieh 
schon  der  erste  der  drei  Summenausdrücke  als  ein  Aggregat  von  Formen  ® 
von  der  Transformirten  der  Form  f  ab,  und  wenn  die  neuen  Variabein  3£,  D 
auch  in  it)  eingeführt  und  dann  die  Bezeichnungen 

*12  '      *21'      *22'       C/12)      t/21»       t'22'      ^3'       ^3 

resp.  mit 

^0  '        "''3  '         ■''l  '         ^0  '         2/2  J         2/1  )         •^s  >      2^3 

vertauscht  werden,  so  bleibt  ein  Ausdruck 

(F)  2i4V)+2c:,ia-^:v:^)  +  ^ 

zur  weiteren  Discussion,  in  welchem  W  eine  alternirende  Form  der  Variabein 

^1;      ^2'      ^3'  2/1'      2/2  -      Vz 
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bedeutet.  Nunmehr  ist  auf  die  Form  W  gemäss  §  1  Art.  IV  und  V  die 
JacoWsche  Transformation  anzuwenden  und  zwar  so,  dass  die  Variabein  in 
der  ßeibenfolge 

genommen  und  nur  congruente  Substitutionen  benutzt  werden.  Dabei  ver- 
wandelt sich  W  in  ein  Aggregat  von  Ausdrücken 

[x,,i':j,  [x,,Yj,  [x.^,Yj,  [X,, !-;.],  [x^.Y^j,  [x^,y:j, 

in  denen 

X33,  X3,,  Xgj     lineare  Functionen  der  Variabein     x^,  x^,  x.^, 
Xjj,  Xj.^,  Xj,     lineare  Functionen  der  Variabein  x^,  x^, 

X^3,  Xjj,  X^j     lineare  Functionen  der  Variabein  x^, 

und  Y  deren  Correspondirende  bedeuten.  Andrerseits  sind  auch  die  Va- 
riabein x^  lineare  Functionen  derjenigen  Variabein  X,  deren  vorderer  Index 
2  ist,  und  die  Variabein  x^  sind  lineare  Functionen  von 

Xji,     Xj2,     Xj3,     Xjj,     X^,j,     Xj3, 

sodass  nach  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  X,  Y  der  Ausdruck  (F) 
auf  folgende  Gestalt  zu  bringen  ist: 

wo  unter  ®„  ein  Aggregat  von  Ausdrücken 

(x„r,,),   (X„r,,),   (x„r,3) 

und  unter  O^  eine  symmetrische  Form  der  Variabein  X^j,  X^,,  X^.^,  Y^^,  Y^^,  Y^^ 
zu  verstehen  ist.     Da  die  Determinante  jeder  der  Formen 

(X^r,,)  -j-  [x,,r;j,      (x„i;3)  +  [x,3r3,] 

I/.  Krouecker'8  Werke  I.  58 
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verschwindet,  und  aber  die  Determinante  der  ursprünglichen  Form  f  von 
Null  verschieden  vorausgesetzt  ist,  so  können  die  Ausdrücke 

in   W  gar  nicht  vorkommen,  und  es  müssen  daher  die  Variabein 

2i>  23>      -^^32'  ■^2-2>       -^23'  32 

gänzlich  fehlen.     Hiernach  wird  (F)  gleich 
VFO  ^1  eine  symmetrische  Form  von 

Y  Y  "V     •  V  V  V 

-'^1 2  >       '*•!  1  >       "^13'  -^12'       -^  1 1  '       -^  1 3 

und  ''P'i  eine  alternirende  Form  von 

^11'       ^13?      -^31'       -^33'  -^11'       Y^^,       -Ijj,       J^33 

bedeutet.  Es  fehlen  also  in  'F^  die  in  der  Form  ^i  vorkommenden  Va- 
riabein Xj'^ ,  Fjj' ,  aber  auch  nur  diese,  und  die  nachzuweisende  Trans- 
formation kann  deshalb  für  die  Form  ^^  -f  'i*"j ,  welche  weniger  Variabein 
als  (p -\- il>  enthält,  als  zulässig  angenommen  werden,  und  zwar  so,  dass  den 
drei  Arten  von  Variabein  j  der  Form  cp  -{-  -ip,  welche  mit  x  ,  ;r, ,  i  be- 
zeichnet sind,  resp.  die  drei  Gruppen  von  Variabein  der  Form  0  -{-  '"F 

Y     .      Y  Y     •     Y  Y 

^12'        -^U»     ^13  1     "^31'     ^'■SS 

entsprechen.     Ist  hiernach  (F)  gleich 

2W'Yl":)  +  [Xl'-lYl't]}+^ü,  +  ^, 

h  k 

@.=  ix;?)r.)  +  [it;'2j;:']  +  ...  +  «,(s,""s)«) , 
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WO  natürlich  die  Zahlen  {/,  v  mit  k  variiren  können,  so  muss  die  Determi- 
nante der  bilinearen  Form  %  von  Null  verschieden  sein,  da  ja  die  Determi- 
nante von  *j  -1-  W^  ebenso  wie  die  der  ursprünglichen  Form  (p  +  ^  nicht 
verschwindet.  Auf  Grund  der  oben  angegebenen  und  demnach  hier  voraus- 
zusetzenden Eigenschaften  der  bezüglichen  Transformation  von  cP^  -{-  W^  sind 
ferner  die  Variabein  von  %,  sowie  die  mittleren  Yariabeln  der  Formen  ® 
sämmtlich  von  den  Veränderlichen  X[''l ,  Y[''^  unabhängig.  Diese  kommen 
vielmehr  einzig  und  allein  in  den  äusseren  Variabein  der  Formen  6  vor, 
deren  Gesammtanzahl  mit  derjenigen  der  Variabein  Xf^ ,  Y^l  übereinstimmen 
muss,  und  diese  Variabein  Xj^^,  Y^l  sind  auch  umgekehrt  als  lineare  Func- 
tionen der  in  den  Formen  ©^  und  in  %  enthaltenen  Variabein  darstellbar. 
Endlich  darf,  wenn  ©',  %' ,  resp.  die  mit  (5,  %  conjugirten  Formen  bedeuten, 
die  erstere  der  zwei  Formen 

^(e,  -f  d;)  +5  +  5',        2{%  -  e;)  +  5-5' 
*■  * 

keine  andern  Variabein  ausschliesslich  enthalten  als  die  äusseren  Veränder- 
lichen der  Formen  ©;  denn  die  Anzahl  solcher  in  der  ersteren  Form  allein 
vorkommenden  Variabein  kann  nicht  grösser  sein  als  diejenige  der  in  ^^ 
und  nicht  in  W^  enthaltenen  Veränderlichen;  diess  sind  aber  die  Veränder- 
lichen Xfl,  rj*'  ,  deren  Anzahl  mit  derjenigen  der  in  den  Formen  (S  ent- 
haltenen äusseren  Variabein  vollkommen  identisch  ist.  Die  erstere  der  zwei 
Formen 

5  +  5',     5-5' 

kann  hiernach  lieine  ihrer  Variabein  ausschliesslich  enthalten,  und  die  Deter- 
minante der  letzteren  muss  deshalb  von  Null  verschieden  sein,  sodass  nach 
§  1  Art.  IV,  wenn  5  eine  bilineare  Form  zweier  Reihen  von  je  2  t  Variabein  ist, 

5  —  5'   =2^[S',2;^J  (x  =  l,3,5,...2r-l) 

und  also 

5  =2[Ki\+^  +^cv,(^n)  (jr;:K;::;;-^) 
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gesetzt  werden  kann.  —  Wenn  die  Grössen  X'^'l ,  Y^''!^  nunmehr  als  lineare 
Functionen  der  Variabein  X,  S),  S,  T  dargestellt,  und  die  bezüglichen  Aus- 
drücke in  (F)  d.  h.  in 

h 

eingeführt  werden,  so  kann  durch  geeignete  Transformation  der  Variabein 
X^,  Y^,  Xjj,  y.,^  bewirkt  werden,  dass  sowohl  die  mittleren  Variabein  de,  2) 
als  auch  die  sämmtlichen  Variabein  S,  V  aus  jenen  linearen  Functionen 
wegfallen.     In  der  That  braucht  man  zu  diesem  Behufe  nur,  wenn 

6X"+''       und  resp.       CS^_^,         (-^=(-1)'^   re^p.   -,=(-i,^) 
in  X[''l  vorkommt, 

X'^'  +  ^ex'';'      für      dc''\  X,-s^X''-"        für     z„ 

?)<''  + asr'';'    für    ?)'",  r„-.e2)*'-"      für    y„ 


und  resp. 


S  +aCX<';>      für     S^,  x^-sC2c^,K    für    X„ 


T+bCY'-^I     für     r,  i;-£C^c;,T,    für    r„ 

zu  substituiren,  um  dadurch  eben  jene  Glieder 

SX''"*""      und  resp.      C'S'^+e 

aus  Xj*,'  und   zugleich   die  correspondirenden  Glieder  aus   Yfl  wegzuschaffen. 
Die  Coefficienten  C  sind  hierbei  aus  denen  von  %  durch  die  Relationen 

für  alle  Indices  i,  k  zu  bestimmen,  und  die  auf  k  bezüglichen  Summationen 
sind  auf  die  sämmtlichen  Werthe  k  =  \,  2,  ...  2r  zu  erstrecken. 
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Nach  Ausführung  der  angegebenen  Operationen  sind  die  Grössen 
Zi*\  Yj*'  ^^^  ^^^^  lineare  Functionen  der  äusseren  Variabein  der  Formen  ©^ 
d.  h.  also  von 

X;,  D;      und,    falls      v  =  ^  +  l      ist,      3£l"+",  2)<"+^ 

Wird  nun  der  erste  Theil  des  obigen  Ausdrucks  von  (F)  d.  i. 

h 

nach  jenen  äusseren  Variabein  X,  5)  geordnet  und  alsdann  der  Factor  von 
Hl     mit     %,       der  von       X^"+'^     mit     ^^'■"+'' 

und  correspondirend  der  Factor  von 

^l     mit     y.[,       der  von       ?),<"+''     mit     X^"+'> 

bezeichnet,  so  werden  die  Grössen  X^'j',   Y'^^'l  lineare  Functionen  dieser  neuen 
Variabein  3:^,  D^. ,  3£;^"''"*\  ^It""*"^',  bei  deren  Einführung  die  Ausdrücke 

{X^'Y^:i)      in  ähnliche      {^,%),  (3ei"+^'?)f +^') 

übergehen.     Jener    erste    Theil    von    (F)    verwandelt    sich    hiernach    in    ein 
Aggregat  von  Ausdrücken 

(X?)')  +  [X'?)"] ,        [X"'+"2)^"+"]  +  (X"'+''5)"'+'')  , 

welche    sich   mit   den   Formen    ©,    die    den   zweiten   Theil   von    (F)    bilden, 
nämlich  mit 

(X"g)"'j  +  [X"'D""]  +  ■ .  •  +  (X^"^5)"'  +  ^0 

und  resp. 

(X"?)"'j  +  [X'"?)""]  +  ■  •  •  +  2S3X""2)<''' 
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ZU  neuen  Formen  @  vereinigen,   und   die  gesuchte  Transformation  von  (F) 
ist  hiermit  vollendet. 

Die  zu  Anfang  dieses  Abschnitts  eingeführten  Formen  @  können,  je 
nachdem  darin  v  =  (i  +  1  oder  v  =  jt  gesetzt  wird,  durch  einen  der  beiden 
Ausdrücke 

k 

dargestellt  werden.     Wird  die  gerade  Zahl    fi  =  2r    und 

(3  -  (- 1)")  X'"'  =  2(x„  +  z;-) ,      (3  -  (- 1)")?) '"  =  2(7,  +  r;) 

.„(3  -  (-  1)'0X*^'  =  2(X,  -  Zj,       .,(3  -  (-  1)")^2)<*>  =  2{Y-  Y',) 
gesetzt,  so  kommt 

(_  i)"5)""x"'+''  +  x'"?)"'+"  =  (-  i)"r,x,^,  +  (- 1)"  y;x+, 
3£W5)(.-+i)  ^  g)Ma.-(-+i)  _  +  2x^F  +  x;  r , 

und  durch  jene  Substitution  wird  daher  der  Ausdruck  (@j)  für  den  Fall, 
wo  r  grade  ist,  in  ein  Aggregat  von  zwei  Ausdrücken  (©J  transformirt. 
Man  braucht  also  den  ersteren  von  jenen  beiden  Ausdrücken  (IS)  nur  für 
ungrade  Zahlen  r  beizubehalten,  und  derselbe  lässt  sich  alsdann  auf  die 
Gestalt  bringen 
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indem  oben  für  den  Fall  /.  =  0,  1,  ...  ft  die  Zahl  jt  =  2m  —  2  und  x,  y  an 
Stelle  von  36,  ?)  gesetzt,  für  den  Fall  aber,  wo  sich  die  Summation  auf 
k  =  l,  2,  ...  fi  —  1  erstreckt,    ^i  =  2)n   und 

genommen  wird.  Durch  eben  solche  Substitutionen  und  durch  Einsetzung 
von  x^_^,  y^_^  für  x^,  y^  verwandelt  sich  der  obige  Ausdruck  (ö^)  in 
folgenden: 


sodass  durch  die  Formen  (®J  und  @")  die  oben  überhaupt  mit  (©)  bezeich- 
neten Formen  vollständig  ersetzt  werden. 

VII.  Die  vorstehenden  Auseinandersetzungen  genügen,  um  darzuthun, 
dass  jede  bilineare  Form  f  mittels  congruenter  Substitutionen  in  ein  Aggregat 
von  lauter  Formen 

k 


t=0,  I, . . .  2m-2     \ 
c'  nicht  gleich  Eins/ 


transformirt  und  also  auf  eine  gewisse  einfache  Form  gebracht  werden  kann, 
welche  als  die  Reducirte  der  bilinearen  Function  f  bezeichnet  werden  soll*). 


*)  Die  in  (S")  enthaltene  Constante  c'  könnte  dadurch  weggeschaift  werden,  dass 
für  grade  Indices  x^y7'  =  x'^,  y,^yc^=  y^,  für  ungrade  a:^  =  a;^.|/c',  y^=y'^yc' 
gesetzt  wird. 
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Nach  Art.  I  lässt  sich  nämlich  jede  Form  f  mittels  congruenter  Substitutionen 
in  eine  bilineare  Function 

verwandeln,  deren  Discriminante  von  Null  verschieden  ist.  Eine  solche 
Function  f  ist  ferner,  für  m>0,  nach  Art.  V  in  ein  Aggregat 

gl  +  e,  +  •  •  •  +  e,  +  g 

zu  transformiren,  und  die  Form  %  kann  dabei,  weil  sie  weniger  Vairiabeln 
als  f  enthält,  schon  in  der  reducirten  Form  d.  h.  als  ein  Aggregat  von 
Formen  ®  und  ©  angenommen  werden.  Wenn  ferner  m  =  0  ist  und  also 
die  Determinante  der  ursprünglichen  Form  f  als  von  Null  verschieden  vor- 
ausgesetzt werden  kann,  so  hat  man  nach  Art.  11,  indem  dort  f  für  af  und 
h  =  ac  gesetzt  wird, 

/'=f  +  cf'       oder       /•=9,+^, 

und  im  ersten  Falle  enthält  jede  der  coujugirten  Formen  f,  f  eine  oder 
mehrere  Veränderliche,  deren  correspondirende  darin  fehlen,  im  zweiten  Falle 
aber  enthält  die  eine  der  beiden  Formen  (p,  t  mindestens  ein  Variabeln-Paar, 
welches  in  der  andern  nicht  vorkommt.  Im  ersten  Falle  ist  daher  wiederum 
nach  Art.  V  die  Form  f  gleich  einem  Aggregat 

k 

WO  ($  ,  %'  resp.  die  Conjugirten  von  (S,  ?5  bedeuten,  und  hieraus  folgt  ganz 
ebenso  wie  oben  die  nachzuweisende  Reduction.  Dabei  können  übrigens 
keine  der  Formen  (£^  zu  den  oben  mit  6"  bezeichneten  Formen  gehören,  da 
alsdann  die  Determinante  der  Form  ©^.  +  c®^'  und  also  auch  die  der  Form  f 
gleich  Null  wäre.  Wenn  endlich  im  zweiten  Falle  die  Form  f  gleich  (p  -\-  ■>!> 
ist,  so  lässt  sie  sich  nach  Art.  VI  durch  congruente  Substitutionen  so  um- 
wandeln, dass  sich  von  der  Transformirten  ein  Aggregat  von  Formen  (S  ab- 
sondert, und  da  für  die  übrigbleiljende  Form,  welche  weniger  Variabein  als  f 
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enthält,  jene  Reduction  auf  ein  Aggregat  von  lauter  Formen  ß  und  (S  vor- 
ausgesetzt werden  kann,  so  ist  auch  in  diesem  Falle  die  in  Rede  stehende 
Transformation  bilinearer  Formen  nachgewiesen. 

Die  in  der  reducirten  Form  enthaltenen  Coefficienten  c  und  c'  ebenso 
wie  die  Coefficienten  der  Substitution,  mittels  deren  die  Form  f  in  ihre  Re- 
ducirte  übergeht,  sind  rational  aus  denen  von  f  und  aus  den  verschiedenen 
Werthen  von  iv  zusammengesetzt,  wofür  die  Determinante  von 

f+ivf 

verschwindet,  resp.  aus  denjenigen,  wofür  die  sämmtlichen  Unterdeterminanten 
je  einer  und  derselben  Ordnung  gleichzeitig  Null  werden*).  Ueberdiess  ent- 
halten jene  Coefficienten,  und  zwar  ebenfalls  in  rationaler  Weise,  die  all- 
gemeinen, unbestimmten  Coefficienten  der  mit  (3^^,  ©i^,  ©22  bezeichneten 
Substitutionen  des  Abschnitts  V,  §  1,  da  eben  diese  Substitutionen  bei  den 
in  den  Artt.  III  bis  VI  entwickelten  Transformationen,  auf  welchen  schliesslich 
die  Reduction  basirt,  implicite  benutzt  sind.  Auf  diese  Weise  kann,  soweit 
nämlich  die  Unbestimmtheit  jener  allgemeinen  Coefficienten  in  der  finalen 
Transformation  erhalten  bleibt,  eine  gewisse  Mannigfaltigkeit  von  Reductionen 
für  eine  und  dieselbe  Form  resultiren,  woraus  alsdann  ganz  unmittelbar  eine 
eben  solche  Mannigfaltigkeit  von  congruenten  Transformationen  einer  Form 
in  sich  selbst  hervorgeht.  Doch  kann  man  zu  denselben  Transformationen 
auch  dadurch  gelangen,  dass  man  die  Variabein  der  Reducirten  selbst  durch 
allgemeine  lineare  Functionen  von  ebenso  viel  neuen  Veränderlichen  ersetzt, 
und  die  auf  diese  Weise  entstehende  bilineare  Form  wiederum  nach  den 
obigen  Vorschriften  in  eine  „Reducirte"  transformirt. 


*)  Die  erwähnten  Werthe  von  iv  sind  Invarianten,  wie  im  folgenden  Paragraphen 
näher  ausgeführt  wird. 
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§  3. 
Die  Bedingniigen  für  die  Traiisformirbarkeit  bilinearer  Formen  mittels  coiigruenter 

Substitutionen. 

I.  Wenn  zwei  bilineare  Formen  f  und  f  durch  eine  für  beide  Reihen 
von  Variabein  congruente  Substitution  S,  deren  Determinante  von  Null  ver- 
schieden ist,  in  einander  transformirt  werden  können,  so  sollen  sie  im 
Folgenden  als  „äquivalent"  bezeichnet  und  zu  einer  und  derselben  „Classe" 
gerechnet  werden.  Sind  f  und  f  resp.  die  zu  f  und  f  conjugirten  Formen, 
so  gehen  auch  f  und  f  durch  die  Substitution  8  in  einander  über,  und  die 
beiden  Paare  conjugirter  Formen  (f,  f)  und  (f,  f)  sind  also  simultan  in 
einander  transformirbar.  Bezeichnet  man  nun  zwei  Systeme  von  je  zwei 
bilineareu  Formen  als  einander  äquivalent,  wenn  die  beiden  Formen  des 
einen  Systems  durch  irgend  eine  lineare  Substitution  in  die  entsprechenden 
des  andern  simultan  übergeführt  werden  können,  so  zeigt  sich  die  Aequi- 
valenz  der  beiden  Systeme  conjugirter  Formen  {f,  f)  und  (f,  f),  als  eine 
unmittelbare  Folge  der  Aequivalenz  der  beiden  Formen  /'  und  f.  Dass  aber 
auch  umgekehrt  die  Aequivalenz  der  beiden  Formen  f  und  f  aus  derjenigen 
der  Systeme  (/",  f)  und  (f,  f)  resultirt,  dass  also  zwei  Paare  conjugirter 
bilinearer  Formen,  welche  überhaupt  durch  irgend  eine  lineare  Substitution 
simultan  in  einander  übergehen,  stets  auch  durch  congruente  Substitutionen 
in  einander  transformirbar  sind,  soll  erst  weiterhin  mit  Hilfe  der  Ergebnisse 
des  vorigen  Paragraphen  nachgewiesen  werden. 

IL  Wenn  {f,  f')co{^,  f )  ist,  d.  h.  wenn  die  beiden  Systeme  von 
Formen  [f,  f)  und  (f,  f )  einander  äquivalent  sind,  so  unterscheidet  sich  die 
Determinante  der  beiden  Formen 

uf -\-  vf" ,    wf  +  i^y 

nur  durch  einen  Factor,  welcher  gleich  der  Substitutionsdeterminante  ist. 
Ferner  ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  sämmtlichen  Uuterdetermi- 
nanten  r'"  Ordnung  von  tif~\-  vf  gleich  dem  grössten  gemeinsamen  Theiler 
der  bezüglichen  Unterdeterminanten  von  wf +  vf',  da  der  grösste  gemeinsame 
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Theiler  aller  Unterdeterminanten  einer  und  derselben  Ordnung  offenbar  un- 
geändert  bleibt,  wenn  die  beiden  Formen  simultan  durch  eine  „elementare" 
Substitution  transformirt  werden"^).  Endlich  existiren,  wenn  die  sämmtlichen 
(}i  —  1)'*°  Unterdeterminanten  von  uf-{-vf',  aber  nicht  die  fc'™,  identisch 
verschwinden,  genau  je  ^  von  einander  unabhängige  lineare  Relationen 
zwischen  den  nach  den  verschiedenen  Variabein  der  einen  oder  der  andern 
Reihe  genommenen  partiellen  Ableitungen  von  uf-\-vf',  deren  Coefficienten 
ganze  homogene  Functionen  von  n  und  v  sind.  Diese  linearen  Relationen 
können  so  ausgewählt  oder  durch  Combination  mit  einander  so  umgewandelt 
werden,  dass  die  Dimensionen  derselben  in  Beziehung  auf  u  und  v  möglichst 
klein  sind,  und  man  erhält  alsdann  ein  System  von  je  ft  Gleichungen 

^  (-   l)*öf' «^*  =  0  (/,+i  =  m",     r  =  0,  1,  .  .  .  „-t)  , 

in  denen  die  Grössen  d^'^  lineare  homogene  Functionen  der  nach  den  Va- 
riabein einer  Reihe  genommenen  A])leitungen  von  w/+  vf  und  in  dem  Sinne 
von  einander  unabhängig  sind,  dass  zwischen  ihnen  keine  lineare  Relation 
mit  Constanten,  d.  h.  u,  v  nicht  enthaltenden,  Coefficienten  besteht**).  Die 
Zahlen 


welche  die  Dimensionen  der  ^  verschiedenen  Gleichungen  angeben,  und  deren 
jede,  um  eine  Einheit  vermehrt,  zugleich  die  Anzahl  der  in  der  bezüglichen 
Gleichung  vorkommenden,  von  einander  unabhängigen  linearen  Functionen 
der  Ableitungen  von  uf-{-  vf  ausdrückt,  bleiben  natürlich  bei  irgend  welcher 
simultanen  Transformation  der  Formen  f  und  /"  ungeändert  und  repräsen- 
tiren  daher,  im  Falle  die  Determinante  von  uf  +  vf  identisch  verschwindet, 
eine  Reihe  von  Invarianten  für  alle  unter  einander  äquivalenten  Systeme  von 
Formen  (/",  /").  —  Es  giebt  hiernach  zweierlei  Invarianten  von  Systemen  {f,  f), 
nämlich  erstens  jene  f^  Zahlen  m,  und  zweitens  eine  Reihe  ganzer  homo- 
gener, symmetrischer  Functionen  von  u  und  v 


*)  Cf.  Mouatsbericht  vom  März  d.  J.  pag.  210;  [p.  389  dieser  Ausgabe]. 
**)  Cf.  Monatsbericht  vom  Februar  d.  J.  pag.  154;  [p.  378  dieser  Ausgabe]. 
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P^(ll,    V)  (J=,u,.u  +  l,...n-l), 

welche  dadurch  definirt  sind,  dass  P,  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  der 
sämmtlichen  aus  den  n^  Elementen 

U    -; ^ \-   V ('■,  i=l,  2,  .  .  .  «) 

ZU  bildenden  Determinanten  {n  —  s)'"  Ordnung  repräsentirt.  Die  Functionen  P 
sind  auf  diese  Weise  bis  auf  einen  constanten  Factor  völlig  bestimmt,  und 
dieser  kann  irgendwie,  z.  B.  so  fixirt  werden,  dass  die  Coefficienten  der- 
jenigen beiden  Glieder,  in  denen  u  und  v  zur  höchsten  Potenz  erhoben  vor- 
kommen, gleich  Eins  sind.  Versteht  man  unter  /""  eine  liilineare  Function 
der  2n  Grössen  x,  y  mit  unhestimmten  (oder  variabeln)  Coefficienten,  so  sind 
die  Functionen  P  auch  dadurch  zu  charakterisiren ,  dass  der  Coefflcient 
von  tv'  in  der  Entwickelung  der  Determinante  von 

uf  -\-  vf'  +  tvf 

die  Function  P^,  aber  ausserdem  keine  Function  von  u  und  v  als  Factor 
enthält,  deren  Coefficienten  von  denen  der  Function  f"  unabhängig  wären, 
und  es  tritt  hierbei  in  Evidenz,  dass  die  Functionen  P  bei  irgend  welcher 
simultanen  Transformation  von  f  und  f  unverändert  bleiben.  Da  die 
(ft  —  1)"^°  Unterdeterminanten  von  tif+vf  als  verschwindend  vorausgesetzt 
sind,  so  filngt  die  Entwickelung  der  Determinante  von  uf+  vf  +  wf°  nach 
steigenden  Potenzen  von  w  erst  mit  iv''  an,  und  die  Coefficienten  von  w'",  für 
r<fi,  sind  sämmtlich  gleich  Null.  Für  den  Fall  fi  =  0  fehlen  die  Invarianten 
der  ersten  Art,  nämlich  die  Zahlen  m,  aber  die  Gesammtzahl  der  Invarianten 
beider  Arten 

»/'"',      Ps  O=0,i,...f.-l;s=u,f,  +  l,...n-l) 

ist  stets  gleich  n,  d.  h,  gleich  der  Anzahl  der  Variabeinpaare  der  bilinearen 
Formen  f  und  f. 

Bedeutet  i»,  irgend  eine  der  Determinanten  {n  —  s)'"  Ordnung,  welche 
aus  den  n^  Coefficienten  der  bilinearen  Form  uf+  vf  gebildet  werden  können. 
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SO  zeigt  die  Entwiekelung  von  D^  nach  den  Elementen  einer  Horizontal- 
oder Verticalreihe,  dass  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  Determinanten  D 

'+1 
darin  als  Factor  enthalten  sein  muss,  dass  also  die  durch  die  Gleichungen 

P,-QA+i  (,=.,^+,,...«-„ 

definirten  Functionen  Q  ganze  homogene  symmetrische  Functionen  von  u 
und  V  sind.  Ferner  ergiebt  sich  aus  der  bekannten,  für  ein  beliebiges  Ele- 
mentensystem ttj,  giltigen  Determinantenformel 

I    "I      da^^da^^  t.n,,  ga,,  öa^^  da,^^     ' 

dass  D^,  multiplicirt  mit  einer  Determinante  D,^^'  durch  das  Quadrat 
von  P_(.j  theilbar  ist.  Denkt  man  sich  nun  die  Form  f  unter  den  Formen 
derselben  Classe  so  ausgewählt,  dass  keine  der  mit  D^  bezeichneten  Deter- 
minanten, dividirt  durch  P^,  irgend  einen  Theiler  mit  P^^  gemein  hat*),  so 
folgt,  dass 

'  'J' —  ,     oder,  was  dasselbe  ist,     — ^- 


eine  ganze  Function  von  u  und  v  sein  muss.     Es  sind  daher 

genau  ebenso  wie  die  mit  P  bezeichneten  Functionen,  aus  denen  sie  her- 
geleitet wurden,  n  —  ft  ganze  homogene  symmetrische  Functionen  von  u 
und  V,  deren  jede  durch  die  folgende  theilbar  ist,  und  welche  die  Func- 
tionen P  auch  als  Invarianten  des  Systems  {f,  f)  zu  ersetzen  durchaus  ge- 
eignet sind. 


*)  Bei  Anwendung  einer  allgemeinen,  für  beide  Reihen  von  Variabein  congruenten 
Transformation  mit  unbestimmten  Substitutionscoefficienten  gelangt  man  von  irgend  einer 
gegebenen  bilinearen  Form  zu  einer  äquivalenten,  welche  die  geforderten  Eigenschaften 
besitzt,  und  hieraus  folgt  die  Möglichkeit  der  oben  vorausgesetzten  Auswahl. 
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Jede  der  Functionen  Q^  kann  durch  ihre  Linearfactoren  charakterisirt 
werden;  man  l)raucht  also  zur  völligen  Bestimmung  der  Invarianten  Q 
erstens  die  unter  einander  verschiedenen  Werthverhältnisse  von  u  :  v,  welche 
überhaupt  vorkommen  —  und  diese  kommen  sämmtlich  schon  bei  der 
ersten  Function  Q^  vor  —  sowie  zweitens  die  Zahlen  nl''\  welche  angeben, 
wie  viel  mal  der  Linearfactor  mv^"'  —  vu^"^  in  Q^_^  enthalten  ist.  Setzt  man 
noch 

n  —  ii  =  v,       w"  =  2m'''"*'+ 1,       w"=0  (is«<»<*ä"), 

so  hat  man  in  den  verschiedenen  Werthverhältnissen 

u:v  =  u':v',  u"  :  v" ,   u'"  :  v" ,  .  .  .  , 

wofür  die  sämmtlichen  aus  den  Coefficienten  von  %i,f  -\-  vf  zu  bildenden  De- 
terminanten je  einer  und  derselben  Ordnung  verschwinden,  und  in  den  ganzen 
Zahlen 

nl,  nl,  nl,  «;  ,  n," ,  ...  (i  <*<.<*<«), 

die  alle  positiv  oder  gleich  Null  sind,  zwei  Reihen  von  Invarianten  des 
Formensystems  [f,  f),  welche  die  obigen  Invarianten  m  und  P  vollständig 
ersetzen. 

Da  die  Functionen  Q  symmetrisch  sind,  so  gehört  zu  jedem  Werth- 
verhältnisse u:v  =  u'\v'  ein  zweites  %i:v  =  v':u' ,  es  sei  denn,  dass  u' = +v' 
also 

—  H :  u  =  1  :  +  1       oder       —  %i:v  =  1:  —  1 

ist,  und  diese  beiden  besonderen  Werthverhältnisse  können  nebst  zwei 
Reihen  von  zugehörigen  Zahlen 

n^^\  W^'  (A  =  l,2,...r) 

h      '  h 

stets  unter  die  Invarianten  mit  aufgenommen  werden,  da  —  falls   Q^-'^  den 
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Factor   ti -\- v   oder   u  —  v  nicht  enthält  —  die  Zahlen  «**'    oder  n^'^  sämmt- 
lich  gleich  Null  zu  setzen  sind. 

Die  Summe  der  sämmtlichen  Zahlen  n^"^  ist,  wie  sieh  im  vierten  Ab- 
schnitte zeigen  wird,  stets  gleich  n,  und  es  ist  ausdrücklich  hervorzuheben, 
dass  man  nicht  nöthig  hat,  die  Zahlen  nj^"^  für  jeden  Werth  von  Ji  gesondert 
anzugeben,  da  sich  der  untere  Index  Ji,  welcher  jeder  einzelnen  Zahl  n'-"^  zu- 
kommt, durch  deren  Grösse  von  selber  bestimmt.  Daraus,  dass  0 
durch  Q^_j^  theilbar  ist,  folgt  nämlich  für  jeden  von  Null  verschiedenen 
Index  -/.  die  Ungleichheit 


nr  <  n 


=a    "A+l 


(4  =  1,  2,...»— 1), 


und  man  braucht  also  nur  die  v  Zahlen  n^''^  ihrer  Grösse  nach  zu  ordnen, 
und  alsdann  der  kleinsten  den  oberen  Index  1,  der  nächstfolgenden  ebenso 
grossen  oder  grösseren  Zahl  w'"'  den  oberen  Index  2  u.  s.  f.,  endlich  der 
letzten  und  grössten  Zahl  »*'^  den  oberen  Index  v  zuzutheilen. 

Den  vorstehenden  Ausführungen  gemäss  lässt  sich  das  ganze  Schema 
der  Invarianten  des  Formensystems  (/",  f)  folgendermassen  darstellen: 


(J) 


—  1:1 

1  -.w',    w'  :  1 
1  :  w",  w" :  1 


0:0    0      ,  0 
1  :1 


'-r 
,<-) 


w„ 


A  0 


und    dabei    ergiebt    sich   die   Bedeutung    der   ersten   Horizontalreihe   aus    der 
obigen  Definition  der  Zahlen  w",  während  die  Bedeutung  der  folgenden  Zeilen 
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darin  besteht,  dass  der  (mit  P^_^_  bezeichnete)  grösste  gemeinsame  Theiler 
der  sämmtlichen  aus  deu  Coefficienteu  von  m/+  vf  zu  bildenden  Determi- 
nanten /i'"  Ordnung  gleich  dem  Producte 

e(+)  e(-)       „         /  2  e'       2         "  2  e" 

(11  +  v)         {u  —  v)        (11'  -]-  t  UV  -{-  V  )     (u'  -\-  t  UV  -{-  v')     ■  ■  ■ 

wird,  in  welchem  zur  Abkürzung  für  jeden  olleren  Index  (y) 

t^"^  =  iv'-'^  +  ^     und      e  ^'^  =  n^'^'  +  « <"  +  •  •  •  +  «f 
tu 

gesetzt  ist.  Die  Reihenfolge  der  Zahlen  n"  ist  an  sich  beliebig;  sie  mögen 
aber  ebenfalls  so  geordnet  werden,  dass  »2^^'\"+i  wird.  An  die  leeren 
Stellen  im  Schema  (J)  gehören,  so  zu  sagen,  unbestimmte  Grössen  hin,  da 
die  Determinanten  von  höherer  als  der  r*™  Ordnung  gleich  Null  sind  und 
also  die  Zahlen,  welche  mit 


zu  Ijezeichnen  sein  würden,  durchaus  unbestimmt  bleiben.  Dass  die  in  der 
ersten  Horizontalreihe  stehenden  Zahlen  n^  gewissermassen  einem  unbestimmten 
Verhältnisse  ii:v  entsprechen*),  ist  an  der  betreffenden  Stelle  der  ersten 
Rubrik  durch  0 : 0  angedeutet  worden. 

111.  Nach  Inhalt  des  Art.  I  ist  jede  Invariante  eines  Formen- 
systems (/',  /")  zugleich  eine  Invariante  von  f  in  dem  Sinne,  dass  sie  für 
alle  Formen,  welche  durch  congruente  Substitutionen  aus  f  hervorgehen, 
d.  h.  also  für  alle  mit  f  äquivalenten  Formen  identisch  ist.  Das  Invarianten- 
system (J)  kann  demgemäss  auch  als  der  Form  f  selbst  resp.  der  durch  f 
repräsentirten  Formenclasse  angehörig  betrachtet  werden,  und  zwar  ist  — 
wie   nunmehr   gezeigt  werden   soll    —    das  System  (J)   ein  vollständiges,   d.  h. 


*)  Die  hier  darnrelegte  Anscliauung  rechtfertigt  sich  in  maunigfaltiger  Weise, 
u.  A.  dadurch,  dass  gewisse  Covarianten  von  der  Art,  wie  sie  sich  am  Schlüsse  meiner 
Mittheilung  vom  16.  Februar  angegeben  finden,  zu  einer  Anzahl  beliebiger  Werth- 
verhältnisse  u  :  v  führen.    [S.  p.  381  dieser  Ausgabe.] 
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ein  solches,  welches  der  bezüglichen  Classe  ausschliesslich  zukommt  und  die- 
selbe also  vollständig  charakterisirt.  Der  zu  führende  Nachweis  stützt  sich 
wesentlich  auf  die  im  §  2  entwickelte  Keduction  der  bilinearen  Formen 
mittels  congruenter  Transformation;  denn  es  braucht  hiernach  nur  gezeigt 
zu  werden,  dass  zu  verschiedenen  Eeducirten  auch  verschiedene  Invarianten- 
systeme (J)  gehören.  Diess  tritt  aber  deutlich  hervor,  wenn  das  zu  einer 
Eeducirten  gehörige  Invariantensystem  aus  denen  der  einzelnen,  im  §  2 
Art.  VII  mit  ((S)  bezeichneten  Theilformen  gebildet  wird,  wobei  die  Bildungs- 
weise auf  einer  Fundamentaleigenschaft  der  Invariantensysteme  (J)  beruht, 
welche  zuvörderst  dargelegt  werden  soll. 

Sind  f  und  f  irgend  zwei  bilineare  Formen,  die  keine  Variabein  mit 
einander  gemein  haben,  und  gehören  zu  f 

die  Grössen      w'''         und  die  Zahlen      u'"' 

ebenso  wie  zu  f 

die  Grössen      ic^"^         und  die  Zahlen      m'"', 

so  folgt  aus  der  Bedeutung  derselben,  dass  sich  für  das  Aggregat  der  zwei 
Formen 

\  +  f 

sowohl  die  Grössen  It)'"'  und  iv^'^  als  auch  die  Zahlen  n*"'  und  «'"'  zu  ein- 
ander aggregiren,  d.  h.  das  zu  f  -f  /"  gehörige  Invariantensystem  (J)  ist  nichts 
Anderes  als  das  Aggregat  der  beiden  Invarianteusysteme,  welche  den  durch  f 
und  f  repräsentirten  Formenclassen  angehören.  Um  dieses  Aggregat  bilden 
zu  können,  sind  die  zu  f  und  /  gehörigen  Schemata  so  zu  vervollständigen, 
dass  die  erste  Rubrik  in  beiden  genau  dieselben  Werthverhältnisse  enthält, 
und  diess  kann  ohne  Weiteres  geschehen,  wenn  nur  bei  jedem  Werth- 
verhältnisse, welches  unter  den  Invarianten  der  einen  Form  f  oder  f  eigentlich 
nicht  vorkommt,  die  zugehörigen  Zahlen  n  oder  n  gleich  Null  genommen 
werden.  In  dem  zu  f  +  /"  gehörigen  Schema  ist  dann  die  erste  Rubrik  eben- 
falls mit  jener  übereinstimmend  anzunehmen,  und  jede  der  Horizontalreihen 
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ist  darin  mit  den  sämmtlichen  Zahlen  n  und  n  auszufüllen,  welche  die  be- 
züglichen beiden  Horizontalreihen  der  einzelnen  zu  f  und  f  gehörigen  Sche- 
mata enthalten.  Das  zu  f  +  /"  gehörige  Invariantensystem  ist  hiermit  voll- 
ständig gegeben,  denn  die  Stelle,  welche  jeder  einzelnen  Zahl  n  oder  n  darin 
anzuweisen  ist,  bestimmt  sich,  wie  im  Art.  II  hervorgehoben  worden,  durch 
ihre  Grösse  von  selbst. 

Es  sind  nunmehr  unter  den  Invarianten  der  durch  /'  repräsentirten 
Classe  diejenigen  Zahlen  w"  herauszuheben,  deren  Werth  gleich  Eins  ist; 
denn  die  Anzahl  derselben  giebt  zugleich  an,  wie  viel  von  den  n  Variabein- 
paaren durch  congruente  Transformation  weggeschafft  werden  können.  Ver- 
möge der  Bedeutung  der  Zahlen  *?"  existiren  nämlich,  wenn  genau  X  der- 
selben gleich  Eins  sind,  auch  X  von  einander  unabhängige  lineare  Relationen 
zwischen  den  nach  den  Variabein  der  einen  Reihe  genommenen  Ableitungen, 
und  dieselben  Relationen  lileiben  bestehen,  wenn  man  darin  jede  der  Ab- 
leitungen durch  die  nach  der  correspondirenden  Variabein  ersetzt.  Es  finden 
also  X  Gleichungen  statt 

df        ^        df  df        ^        df 

in  denen  dem  Index  h  gewisse  X  von  den  Werthen  \,2,  .  .  .n,  dem  Index  g 
aber  die  übrigen  n  —  X  Werthe  beizulegen  sind,  und  die  Form  f  geht  mittels 
der  Substitution 


=  .r'  -  ^ 


SA»      y,  =  y',-2c^^y. 


in  eine  Form  von  nur  n  —  X  Variabeinpaaren  x'^,  y'^  über.  Da  nun  andrer- 
seits eine  mit  f  äquivalente  Form,  welche  nur  n  —  X  Variabeinpaare  x',  y' 
enthält,  als  eine  solche  von  n  Variabeinpaaren  angesehen  werden  kann,  für 
welche  X  partielle  Ableitungen  nach  Variabein  x'  und  ebensoviele  nach  cor- 
respondirenden Variabein  y'  gleich  Null  sind,  so  ist  in  der  That  das  Vor- 
handensein von  X  Werthen  n'^  =  1  die  nothwendige  und  ausreichende  Be- 
dingung für  die  Reduction  der  n  Variabeinpaare  auf  genau  n  —  X.  Diess 
lässt   sich   mit  Rücksicht   auf  den  Inhalt   des  I.  Abschnittes   von  §  2   auch 
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folgen  der  massen  formulireu:  Wenn  genau  X  Werthe  «"  =  1  unter  den  In- 
varianten einer  Classe  vorkommen,  so  ist  jede  darin  enthaltene  bilineare 
Form,  deren  Discriminante  von  Null  verschieden  ist,  eine  Function  von 
n  —  A  Variabeinpaaren. 

Versteht  man  unter  der  Form  f  selbst  die  Eeducirte  der  bezüglichen 
Classe,  so  ist  dieselbe  —  wenn  für  die  Zahl  1  die  obige  Bedeutung  bei- 
behalten wird  —  ein  Aggregat  von  Formen  ®,  in  welchem  die  Gesammt- 
anzahl der  Variabeinpaare  gleich  n  —  A  ist,  und  das  Invariantensystem  für 
die  durch  f  repräsentirte  Classe  bilinearer  Formen  von  n  Variabeinpaaren 
setzt  si".h  aus  den  Invarianten  der  einzelnen  Formen  ®  und  aus  X  Zahlen 
w"  ^  1  zusammen.  Für  die  verschiedenen  Arten  von  Formen  ©,  welche  im 
§  2  Art.  VII  aufgeführt  sind,  können  nun  die  zugehörigen  Invariantensysteme 
folgendermassen  dargestellt  werden: 


=  w,  0,0,... 
iv'  =  c 


I  ((S"j  ^^*2/*+i;  «"   =2^  +  1,0,0,. 

it=2m-2 

III-  (®„>  ^"(^,.!/,+i+(-l)\.a;,+,);  «^"'=2,»,  2»«,  0,0,... 

*=:0 

IV  {%)  '2\o:,y,^^  -  (-  l)V,x,+J  ;  «'">=  2r«  -f  1,2m  -f  1,0,0,... 

V         (i")       ^-,y,  +  2\^,y,.,  +  (-  i)'2/*^-.-,) ;  n'^'=  2m  -f  1,0,0,... 

VI  (i")  ■      x,y,  +^:i\x,y,_,  -f  (-  l)*2/,^,-i)  ;  n '-'  =  2»»,  0,  0, ...    . 


Sowohl  alle  diese  sechs  Arten  von  Invariantensystemen  als  auch  die  ein- 
zelnen Invarianten  Systeme  derselben  Art,  welche  den  verschiedenen  Werthen 
von  m  und  resp.  c  entsprechen,  sind  unter  einander  verschieden:  auch  kann 
offenbar  keines  dieser  Invariantensysteme  aus  mehreren  derselben  zusammen- 
gesetzt  werden,    und   es    tritt    hiermit   in   Evidenz,    dass  jedes   der    obigen 

60* 
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Invariantensysteme  von  Formen  (£  ausschliesslich  der  betreffenden  Formen- 
classe  angehört.  Hieraus  folgt  erstens,  dass  auch  den  verschiedenen  Eedu- 
cirten  überhaupt,  da  dieselben  nur  Aggregate  von  Formen  (£  sind,  ver- 
schiedene Aggregate  jener  Invariantensysteme  entsprechen,  dass  also  in  der 
That,  vpie  im  Eingange  dieses  Abschnittes  behauptet  worden  ist,  jedes  In- 
variantensystem (J)  die  betreffende  Classe  bilinearer  Formen  vollständig  charakte- 
risirt,  und  zvpeitens  zeigt  es  sich,  dass  die  Formen  ®  nicht  v?eiter  zerlegbar 
sind,  d.  h.  dass  keine  derselben  mittels  congruenter  Substitutionen  in  ein 
Aggregat  zw^eier  Formen  transformirt  werden  kann,  von  denen  jede  nur 
Variabeinpaare  enthält,  die  in  der  andern  nicht  vorkommen.  Diese  Eigen- 
schaft der  Unzerlegbarkeit  gehört  natürlich  nicht  bloss  den  Formen  @  selber, 
sondern  auch  allen  äquivalenten  Formen  an,  und  es  sollen  deshalb  diese 
Formen,  sowie  die  einzelnen  Classen,  in  denen  sie  zusammengefasst  sind,  als 
„elementare"  bezeichnet  werden. 

IV.  Da  die  Summe  der  Invarianten  n  für  jede  elementare  Classe 
gleich  der  Anzahl  der  Variabeinpaare  ist,  so  findet  dasselbe  auch  für  jedes 
beliebige  Aggregat  elementarer  Classen  statt,  und  es  erweist  sich  daher, 
wenn  noch  die  Zahlen  n"  =  1  hinzugenommen  werden,  jene  Eigenschaft  der 
Invarianten  als  eine  ganz  allgemeine,  d.  h.  die  zu  bilinearen  Formen  von 
n  Variabelnpaareu  gehörigen  Invarianten  %'"*  sind  stets  zusammen  gleich  n, 
vorausgesetzt,  dass  die  je  zweien  Verhältnissen  1 :  w'-"'' ,  tv'-"^ :  1  entsprechenden 
Zahlen  w'"'  auch  zweifach  gezählt  werden*).  —  Als  fernere  Eigenschaften  der 
Invarianten  i?'"'  sind  folgende  hervorzuheben: 

1)  Die  Zahlen  n"  sind  stets   ungrade   oder  gleich  Null,   wie  auch  aus 
der  ursprünglichen  Definition  derselben  hervorgeht. 

2)  Unter  den  Zahlen  ?;'**    kommen  sowohl  grade  als  ungrade,  aber  die 
ersferen  stets  zweifach  vor. 

3)  Unter  den  Zahlen  «'"'  kommen  ebenfalls  sowohl  grade  als  ungrade, 
aber  die  letzteren  stets  zweifach  vor. 

Setzt  man  wie  im  §  2  Art.  II 


")  Es  ist  dies  bereits  auf  pag.  470  erwähnt  worden. 
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f=q)-\-4,,       f'=(p  —  ii, 
und  ferner    p  =  u  -\-  v ,     q=  u  —  v ,    so  dass 

uf  +  vf  =  ptp  +  qt 

wird,  so  ist  tp  eine  symmetrische  und  ip  eine  alternirende  bilineare  Form  von 
n  Variabeinpaaren,  also 

I,  t  1,  i 

und  {.,i=i,2,  ...7.) 

«,*-«...  =  0>        ^*  +  ^..  =  0- 

Da  nun  die  Zahlen  ti^^^ ,  «,'~^  angeben,  um  wie  viel  öfter  der  Factor  p  und 
resp.  der  Factor  q  in  allen  Unterdeterminanten  7i'"  Ordnung  von    ' 

enthalten  ist,  als  in  denen  der  nächst  niedrigeren  Ordnung,  so  folgt  aus 
jener  Eigenschaft  der  Zahlen  w'"^'  und  m'"^,  dass  beim  stufenweisen  Auf- 
steigen von  Unterdeterminanten  niedrigerer  Ordnung  zu  denen  höherer  der 
Exponent  der  darin  enthaltenen  Potenz  von  ^j  stets  zweimal  hinter  einander 
um  eine  und  dieselbe  Zahl  wächst,  sobald  sie  grade  ist,  der  Exponent  von  q 
dagegen,  wenn  es  eine  twgrade  Zahl  ist.  Diess  lässt  sich  bei  geeigneter 
simultaner  Transformation  von  9  und  t  auch  direct  begründen,  und  zwar 
muss  die  Transformation  eine  congruente  und  zugleich  so  beschaffen  sein, 
dass  entweder 

'P  =  ^[y'i -r  Ky'2 -^ oder     t  =  (x[y^  —  x'^y[)  +  (x^yl  -  ^y^) -\ 

wird. 

V.  Zu  jeder  bilinearen  Form  f  gehört  eine  Schaar  mit  conjugirten 
Grundformen  uf-\-vf',  und  die  elementaren  Schaaren,  in  welche  sich  die- 
selbe zerlegen  lässt,  hängen  auf  das  Genaueste  mit  den  elementaren  Formen 
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zusammen,  als  deren  Aggregat  die  bilineare  Form  f  selbst  dargestellt  werden 
kann.  Es  sind  nämlich  die  Schaaren,  welche  zu  den  im  §  2  Art.  VII  auf- 
gestellten und  oben  pag.  475  wiederaufgeführten  elementaren  Formen  (S"  ge- 
hören, an  sich  elementare  Schaaren,  während  diejenigen,  welche  den  ersten 
mit  ©",  (S,  ©0  bezeichneten  Arten  von  elementaren  Formen  entsprechen,  in 
je  zwei  elementare  Schaaren  zu  zerlegen  sind.  Denn  wenn  man  die  Form  ©" 
mit  M,  die  conjugirte  mit  v  multiplicirt  und  beide  zu  einander  addirt,  so 
erhält  man  die  Summe  der  beiden  Ausdrücke 


■^  y^h^-ik+l  "f"   *-'.»;- *'3/,  + 12^2/. +  2 


und  für  jeden  Index   ;t\ 


welche  mit  einander  conjugirte  Schaaren  repräsentiren.     Ebenso  ist 

sowohl    wS-ft;®'     als  auch     +  ("®o  +  ^®u) 
gleich  der  Summe  der  l^eiden  Ausdrücke 


u2y^^x^u+i  +  ^•°^2/2Ä^24-i 


(für  jeden  Werth  des  Index  k  ist  \ 


welche  äquivalente  Schaaren  repräsentiren,  und  es  ist  hierbei  für  die  Formen  © 

U     =  V     =  U  -\-   CV  ]  U     =  V    =  CIC  -\-  V  , 

für   die  Formen   ©^  aber  (—  1)"'  =  £   und  " 

u  =  £ M    ==  u  -\-  av ,  SV   =  —  V   =  t«  —  SV 

zu  setzen. 

Die  Invarianten   einer  Schaar   mit  conjugirten   Grundformen    '><f+  vf 
ergeben  sich  unmittelbar  aus  denen  des  Systems  {f,  /');  denn  dem  BegriflFe 


ÜBER  DIE  CONGRUENTEN  TRANSFORMATIONEN  DER  BILINEAREN  FORMEN.  479 

der  Schaar  gemäss  hat  man  dabei  nur  noch  von  der  Unterscheidung  zweier 
Systeme  conjugirter  Formen 

{f,n,       {of+hf,     af+hf) 

zu  abstrahiren,  wenn  «  und  h  irgendwelche  Constanten  bedeuten.     Es  treten 
deshalb  in  dem  Schema  (J)  an  die  Stelle  der  Invarianten  iv^''^  selbst  die  Ausdrücke 


während  die  Zahlen  n  Invarianten  bleiben. 

Sind  zwei  Formen  f  und  f  einander  äquivalent,  so  sind  die  beiden 
Systeme  conjugirter  Formen  {f,  f)  und  (f,  f),  also  auch  die  beiden  Schaaren 

uf+vf,        u\  +  vy 

einander  äquivalent.  Andrerseits  kann  nunmehr  auch  aus  der  Aequivalenz 
der  beiden  Systeme  {f,  f)  und  (f,  f)  auf  die  der  Formen  f  und  f  geschlossen 
werden,  da  aus  jener  Aequivalenz  die  Identitilt  der  beiden  zu  f  und  f  ge- 
hörigen Invariantensysteme  folgt,  welche  sich  im  Art.  III  als  vollkommen 
charakteristisch  für  die  einzelnen  Formenclassen  erwiesen  haben.  Da  nun  die 
Aequivalenz  der  Systeme  zweier  Formen  nur  die  Möglichkeit  irgend  einer 
simultanen  Transformation  der  beiden  Paare  erfordert,  während  die  Be- 
deutung der  Aequivalenz  für  zwei  Formen  f,  f  selbst  auf  ihrer  Transformir- 
V>arkeit  mittels  congruenter  Substitutionen  beruht,  so  folgt  —  wie  in  der  Ein- 
leitung angekündigt  worden  — ,  dass  zwei  Paare  conjugirter  Formen,  falls 
eine  simultane  Transformation  derselben  überhaupt  möglich  ist,  stets  durch 
eine  solche  Substitution  in  einander  übergeführt  werden  können,  welche  für 
die  beiden  Reihen  correspondirender  Variabein  identisch  ist. 

VI.  Bei  der  bisher  gebräuchlichen  Auffassung  von  Invarianten  homo- 
gener Formen  möchte  das  oben  aufgestellte,  mit  (J)  bezeichnete  Invarianten- 
system als  eines  von  ganz  singulärem  Charakter  erscheinen,  da  es  keinerlei 
literale  Bildungen   enthält.     Doch   sind  die   sämmtlichen   in   dem   Schema  (J) 
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vorkommenden  Grössen  und  Zahlen  w  und  «'"'  im  eigentlichen  Sinne  des 
Wortes  Invarianten  der  bilinearen  Form  f;  denn  sie  sind  in  bestimmter 
Weise  aus  den  Coefficienten  von  f  abgeleitet  und  also  genau  definirte  „Func- 
tionen" derselben,  welche  für  alle  unter  einander  äquivalenten  Formen  f,  in 
ihrer  Gesammtheit  aber  auch  nur  für  diese,  vollkommen  identisch  sind.  Es 
giebt  also  gewisse  (in  dem  Schema  (J)  mit  w  und  n'"'  bezeichnete)  Functionen 
irgend  welcher  n^  Elemente 

a.j  (■•,t  =  l,2,,...n), 

welche  die  Eigenschaft  haben,  unverändert  zu  bleiben,  wenn  man  eben  diese 
Elemente  a.^  durch  n^  Grössen  a^j  ersetzt,  die  durch  die  Gleichungen 


a..  = 


2      ^«iC,iC,,  (i,I  =  l,i 


1=1    Ä- = 


mit  den  Grössen  a.^  verbunden  sind;  und  zwar  ist  die  Uebereinstimmung  der 
aus  den  Grössen  a^^  hergeleiteten  Functionen  w  und  w'"^  mit  denjenigen, 
welche  aus  den  Grössen  a^^  hervorgehen,  zugleich  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  für  das  Bestehen  der  Relationen 

a,,=2      2a,,C^,C,,  (i,l  =  l,2,...n), 

!=1       *  =  ! 

welche  die  Aequivalenz  der  Formen 

wie  dieselbe  oben  definirt  worden,  und  damit  eine  Aequivalenz  der  Grössen- 
systeme  a.,.,  a,^.  selber  begründen.  Für  diesen  wichtigen  Uebergang  von  der 
Aequivalenz  zur  Identität  d.  h.  für  die  vollständige  Erkenntniss  des  Bleibenden 
in  der  Mannigfaltigkeit  des  Gleichartigen  reichte  der  Begriff  der  literalen 
Invarianten  nicht  aus,  sondern  es  bedurfte  noch  gewisser  functionaler  Bil- 
dungen, die  sich  auf  den  Begriff  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  stützen. 
Aber  diess  ist  keineswegs,  wie  es  den  Anschein  haben  könnte,  eine  besondere 
Eigen thümlichkeit   der   hier   behandelten   speciellen   Frage,   sondern   es    zeigt 
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sich  darin  grade  der  ganz  allgemeine,  jedoch  bisher  kaum  beachtete  Charakter 
von  Invarianten  bei  algebraischen  Aequivalenzbedingungen.  Dieser  Charakter 
tritt  nur  bei  der  Theorie  der  bilinearen  Formen  in  ein  besonders  helles 
Licht,  und  eben  weil  hiermit  das  Interesse  derselben  weit  über  ihren  sjje- 
ciellen  Gegenstand  hinausreicht,  bin  ich  in  der  vorliegenden  Arbeit  so  aus- 
führlich darauf  eingegangen.  Ist  die  Einsicht  in  die  allgemeine  Natur  der 
Invarianten  an  dem  Paradigma  der  bilinearen  Formen  einmal  gewonnen,  so 
findet  man  sie  schon  bei  den  allereinfachsten  Problemen  leicht  wieder  und 
erkennt  dabei  die  Lücken  der  bisherigen  Behandlung  derselben.  Lässt  man 
z.  B.  zwei  bilineare  Formen  als  äquivalent  gelten,  wenn  sie  durch  irgend 
welche  (auch  nicht  cougruente)  Substitutionen  in  einander  transformirt 
werden  können,  deren  Determinanten  von  Null  verschieden  sind,  so  ist  der 
grösste  gemeinsame  Theiler  von  ir"  und 

I  Va^f,  -\-  tCZ-i,  I  (.,  i  =  l,  2, .  .  .  n) 

oder  auch  der  Grad,  welchen  diese  Determinante  als  ganze  Function  von  v 
hat,  die  einzige  Invariante,  da  dieser  Grad  zugleich  die  höchste  Ordnung 
derjenigen  aus  den  Coefficienten  der  bilinearen  Form 

^a.^XAJ^  (i-,  i  =  l,  2,  ...n) 

1.  *■ 

zu  bildenden  Unter  de  terminanten  angiebt,  welche  nicht  sämmtlich  verschwinden. 
Wenn  ferner  die  Invarianten  eines  Systems  von  n  linearen  Functionen  von 
je  w  Variabein 

^Cla^k  (.  =  1,2,  ...n) 

k=l 

im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  aufgefasst  und  demgemäss  als  Functionen 
der  Coefficienten  «.j.  definirt  werden,  welche  bei  jeder  linearen  Transformation 
mit  der  Substitutionsdeterminante  Eins  ungeändert  bleiben,  so  ist  bekanntlich 
die  Determinante  |a.j|  die  einzige  literale  Invariante;  aber  es  giebt  ausserdem 
noch  n  —  1  Invarianten,  welche  als  grösste  gemeinsame  Theiler  zu  erklären 
sind.     Bedeuten  nämlich 
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die  verschiedenen  Determinanten,  welche  aus  den  mn  Elementen  a.^  der 
ersten  m  Verticalreihen  gebildet  werden  können,  ferner 

K.,  K.'  Kz'  ••• 

die  entsprechenden  Determinanten  m^"  (Irdnung  für  irgend  welche  andre 
m  Verticalreihen  u.  s.  f.,  so  ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  sämmt- 
lichen  Ausdrücke 

Kah+  K,',+ I^'^zh+  ■  ■  ■ 

K.h+ K2h+ Kzh+ •  ■  ■ 

eine  Invariante  jenes  Systems  von  linearen  Functionen 

X=l  «=1  i=l 

Es  resultiren  auf  diese  Weise  für  die  n  —  \  Werthe  m  =  l,  2,  ...  n  —  1 
ebensoviel  Invarianten,  die  zusammen  mit  der  Determinante  |  a.f,  \  ein  voll- 
ständiges System  von  Invarianten  bilden;  denn  die  Uebereinstimmung  der 
bezüglichen  zu  zwei  Formen-Systemen 

2a,^x^,  2a\A  (/,  1=1,2.....) 

k  k 

gehörigen  Invarianten  ist  nothwendig  und  hinreichend,  damit  dieselben  durch 
eine  Substitution  mit  der  Determinante  Eins  in  einander  transformirt  werden 
können. 

Ich  will  schliesslich  noch  ein  Beispiel  aus  einem  höheren  algebraischen 
Gebiete  anführen  und  zwar  grade  dasjenige,  durch  welches  ich  zuerst,  schon 
vor  einer  Reihe  von  Jahren,  darauf  geführt  worden  bin,  bei  der  Definition  von 
Invarianten  den  Begriff  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  zu  Hilfe  zu  nehmen. 
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Sind  f  ,  f  ,  .  .  .  f  ganze  Functionen  einer  Variabein  x,  so  wird  durch  die 
Gleichung 

/■o+/;2/+/;?/'+ ■•■  +  /;.'/ =  0, 

falls  sie  irreductibel  ist,  die  Grösse  y  als  eine  algebraische  Function  n'*'  Ord- 
nung von  X  definirt.  Betrachtet  man  nun  jede  andre  algebraische  Function  y', 
welche  von  derselben  Ordnung  und  durch  y  und  x  rational  ausdrückbar  ist, 
als  zu  derselben  „Gattung"*)  algebraischer  Functionen  gehörig,  so  giebt  es 
offenbar  keine  literalen  Invarianten  für  die  verschiedenen  algebraischen  Func- 
tionen einer  Gattung.  Aber  eine  nähere  Untersuchung  der  Discriminanten 
der  verschiedenen  Gleichungen  «""  Grades,  denen  die  Grössen  y,  y',  y",  .  .  . 
genügen,  führt  zu  einer  ganzen  Function  von  x,  welche  in  allen  als  Factor 
enthalten  ist.  Jede  Discriminante  wird  hiermit  in  einen  „wesentlichen"  und 
einen  „ausserwesentlichen"  Factor  geschieden,  und  der  erstere  kann  als  der 
grösste  gemeinsame  Theiler  der  Discriminanten  aller  zu  einer  Gattung  ge- 
hörigen algebraischen  Functionen  definirt  und  desshalb  auch  füglich  als  „Dis- 
criminante der  Gattung"  bezeichnet  werden.  Es  ist  diess  also  eine  ganze 
Function  von  x,  die  aus  den  Functionen  /^,  f^,  ...  f^  d.  h.  aus  den  Coeffi- 
cienten  jener  Gleichung  herzuleiten  ist,  und  welche,  da  sie  bei  jedem  Ueber- 
gauge  von  y  zu  y',  y",  .  .  .  ungeändert  bleibt,  sich  als  eigentliche  Invariante 
für  rationale  Transformationen  erweist. 


*)  Ich   glaube   den    in   früheren  Aufsätzen   gebrauchten  Ausdruck  „Classe"   durch 
„Gattung"  ersetzen  zu  müssen. 


Druckfehlerverzeicliniss  zum  ersten  Bande, 


S.    57  Z.  n  V.  o.  statt  „?■''      lies  „r'' 

S.    92  Z.    2  V.  u.  statt  „o;™  —  1"  lies  „x"  —  1  =  0". 

(VerbesseruDg  gegen  das  Original.) 
S.    99  Z.    2  V.  0.  und  S.  101  Z.  2  v.  o.  statt  „ou"  lies  „oü". 
S.  145  Z.    3  V.  u.  statt  „Formen"  lies  „Functionen". 
S.  184  Z.    3  V.  u.  statt  „Charakteristik"  lies  „doppelten  Charakteristik". 

(Verbesserung  gegen  das  Original.) 
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